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1 INTRODUZIONE

E’ nota I'importanza pratica delle leggi di esistenza al moto dei fluidi nei condotti. Ogni
progettazione o verifica di un condotto fa riferimento alle leggi di resistenza.

Mentre sono assai numerose le ricerche compiute per la determinazione delle distribuzioni di
velocita, degli sforzi di scorrimento e, quindi, delle perdite di energia per i condotti a sezione
circolare, minori sono le informazioni per i condotti con sezione circolare. Appare interessante,
pertanto, effettuare un’indagine estesa alle correnti fluide in moto uniforme laminare e turbolento
per condotti di sezione non circolare.

Nel moto laminare, applicando, per analogia, metodi della teoria dell’elasticita o mediante il metodo
delle differenze finite, viene mostrata la possibilita della determinazione dei diagrammi di velocita
e, quindi, delle leggi di resistenze al moto, per condotte di ogni forma. In effetti, nel moto laminare,
il problema della determinazione dei diagrammi di velocita ¢ di natura analitica, essendo data in
forma differenziale la distribuzione di velocita, attraverso 1’equazione di Poisson. L’indagine nel
campo del moto laminare, pur avendo un minore interesse nel campo applicativo, € importante per
il confronto che consente con il campo turbolento.

Nel moto turbolento, di ben maggior importanza applicativa, constatata la pratica impossibilita di
pervenire alla determinazione dei diagrammi di velocita, e, dunque, delle leggi di resistenza,
attraverso la sola indagine teorica, ¢ necessario sviluppare, accanto a questa, un’indagine su basi
sperimentali.

In particolare, nell’ambito dei condotti anulari, vi sono molte ricerche indirizzate alla
determinazione delle leggi di resistenza per pareti lisce e scabre, ma pochi sono i rilievi sui
diagrammi di velocita, che, come ¢ noto, sono alla base della determinazione delle resistenze al

moto.



Alla luce di quanto detto, il lavoro della tesi, ¢ indirizzato ad un’analisi dello stato delle indagini sul
moto laminare e turbolento, dei rilievi di velocita e al calcolo delle leggi di resistenza per condotti

anulari di tipo liscio.

1.1 Classificazione dei Fluidi

Per deformare un corpo occorre esercitare degli sforzi distribuiti sulla sua superficie libera. Puo
accadere che tali sforzi dipendano solo dal valore della deformazione complessivamente ottenuta: si
dice allora che il corpo manifesta comportamento da materiale elastico. Pud avvenire invece che
I’entitda degli sforzi richiesti dipenda unicamente dalla velocita con la quale si realizza la
deformazione: in tal caso si dice che il materiale in esame si comporta come fluido tout court.
Esistono anche comportamenti intermedi, con dipendenza degli sforzi sia dall’entita della
deformazione impressa, sia dalla rapidita con la quale questa ¢ raggiunta, che vengono classificati

come comportamenti da materiale viscoelastico (si faccia riferimento alla tabella (1)).
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Tab. 1. Classilicasione dei fluidi, Per completessa di discorso, sia pur schematico, si ricorda 1'esistensa dei
fluidi bifssici (gas-liquido, liguido-liguide, gas-solido, lignido-selida).(da G. Cosse [11]).

Si supponga di avere un fluido assoggettato ad una certa deformazione: su ciascuna porzione del
contorno del corpo in esame, unitaria e sufficientemente piccola da poter essere confusa con il piano
tangente per un suo punto, la risultante delle forze applicate ammette, in genere, una componente

normale (0) ed una componente tangenziale (7). Lo studio della componente tangenziale riesce

particolarmente comodo quando la deformazione ¢ dovuta ad un semplice scorrimento. Si consideri
percid un corpo fluido delimitato da due superfici piane e parallele. Per mantenere una di queste
superfici limite in moto con velocita vq rispetto all’altra, senza modificare la loro distanza reciproca
d, ¢ necessario esercitare sulle superfici stesse delle forze tangenziali uniformemente distribuite.

Eccetto che per i fluidi tixotropici e reopectici, gli sforzi T non sono funzione del tempo e si usa

esprimere la loro dipendenza dalla velocita di scorrimento con lo sviluppo in serie:



1=tl+p{%1+u1(-?}‘+. .. (1)

ed introdurre nomenclature particolari a seconda dell’importanza relativa assunta dai singoli termini
dello sviluppo stesso. In particolare, si dice che un fluido presenta comportamento newtoniano
quando tutti i termini, del secondo membro dell’equazione (1), risultano irrilevanti rispetto al
secondo. Al fattore p si riserva il nome di coefficiente di viscosita dinamica. Si nota che p, nelle
espressioni analitiche riguardanti il moto dei fluidi, compare spesso rapportato alla densita p. Cio ha
suggerito 1’opportunita di introdurre il coefficiente di viscosita dinamica v=p/p.

Sforzi legato alla deformazione o alla velocita della deformazione si presentano anche quando non ¢
richiesto uno scorrimento, ma solo una variazione di volume. Se non riscontrano effetti di ricordo
delle configurazioni pregresse, ¢ spesso sufficiente considerare aumenti di pressione Ap rispetto alle
pressioni richieste dalla classica equazione di stato, direttamente proporzionali alla velocita di
variazione del volume W. Il coefficiente di proporzionalita differisce da quello p, relativo allo

scorrimento. Si usa porre

2 \1dw
Ap=-(p/+2y) L d¥
p=-(p*JW) Lo
e chiamare p” secondo coefficiente di viscosita dinamica. Di fatto per talune pratiche applicazioni si

fa riferimento al cosiddetto fluido perfetto, caratterizzato dal valore di viscosita u=0 e da tensioni

tangenziali 7=0.

Nella tabella 1 sono riportate le classiche leggi che legano le tensioni tangenziali alla velocita di
deformazione angolare. In particolare si riporta la classica legge dei fluidi Newtoniani, la legge di
potenza per i fluidi pseudoplastici e dilatanti, la legge lineare con la viscosita plastica per i fluidi
alla Bingham. Si accenna ad una legge per i fluidi tixotropici, in cui il termine di proporzionalita tra
la tensione tangenziale e la velocita di deformazione angolare ¢ una funzione della velocita di

deformazione stessa e di un termine A, la cui derivata rispetto al tempo ¢ ancora funzione di A e



della velocita di deformazione angolare. Notevoli e complessi sono, infine, i modelli matematici
proposti per i fluidi reopectici e viscoelastici.
Nel seguito si fara riferimento a fluidi Newtoniani, assumendo I’ipotesi semplificativa di

incomprimibilita, salvo specifica menzione.

1.2 Cinematica e dinamica dei fluidi
1.2.1 Regimi di movimento

Si riconoscono i seguenti regimi:

Regime laminare (o viscoso, o per filetti, o regolare o, ancora, alla Poiseulle). In questo caso e
traiettorie effettive delle singole particelle fluide coincidono con le traiettorie del moto medio, che ,
se uniforme, sono parallele alle rette generatrici del condotto.

Regime turbolento (detto talvolta anche “idraulico”). In questo regime sono presenti, in seno alla
massa fluida, irregolari fluttuazioni di velocita delle singole particelle, alle quali corrisponde un
continuo scambio di massa e di quantita di moto da zona a zona del campo di moto, nel quale
possiamo immaginare sovrapposti due movimenti: ['uno cosiddetto di trasporto, che determina lo
spostamento d’insieme della fluida; 1’altro, che viene chiamato di agitazione, che comporta una
irregolare oscillazione dei caratteri del moto intorno ai valori medi di trasporto. Anche per i moti

turbolenti si parlera di moto permanente o uniforme quando tale ¢ il movimento di trasporto.

1.2.2 Tipi di movimento

Si riconoscono seguenti tipi:

- Moto permanente. Il vettore velocita ¢ funzione delle coordinate x,y,z di un prefissato sistema di
riferimento e non dipende dal tempo.

- Moto uniforme. In senso stretto ¢ quello in cui il vettore velocita ¢ indipendente oltre che dal

tempo anche da x,y e z. In meccanica dei fluidi, con tale denominazione, si usa designare un



campo piu vasto di processi di movimento e, precisamente, tutti quelli nei quali le caratteristiche
del moto si mantengono identiche nel tempo e nei successivi punti di ogni traiettoria pur
potendo essere differenti da traiettoria a traiettoria. Perche cid avvenga, ¢ necessario, a rigore,
che le traiettorie siano rettilinee.

- Moto permanente o uniforme in media. Per le condizioni di regime turbolento si parla di moti
permanenti o uniformi in media (anche se talvolta si omette in media). In tal caso permanente o
uniforme sono riferiti al moto base di trasporto, al quale unicamente si deve lo spostamento
d’insieme della massa fluida; il moto di agitazione determina, infatti, un semplice movimento
irregolare delle particelle fluide che non contribuisce al loro spostamento.

- Moto vario (o non permanente). Il vettore velocita ¢ funzione di x, y, z e del tempo t.

- Moto gradualmente vario. E’ il moto di una corrente a pelo libero con variazioni graduali di
sezione ed eventuale di direzione. In ogni sezione si pud assumere pressione ad andamento

idrostatico.

1.2.3 Equazionedi continuita

Si richiamano, brevemente, le varie forme dell’equazione di continuita, che, come ¢ noto, si basa sul

fondamentale principio di conservazione della massa:
1) equazione indefinita

1.a) per fluido comprimibile:

EE 7 =
dt-bpdlv(fﬁ 0

1.b) per fluido incomprimibile:

div(¥) =0

2) equazione globale



2.a) per fluido comprimibile:
f pv, da= f gﬂdﬂ"
a * wdt
2.b) per fluido incomprimibile:

Dmt:mtaloumce

3) equazione di continuita applicata alle correnti. Si ricorda che per corrente si intende una
vasta categoria di moti caratterizzati dal fatto che tutte le traiettorie hanno sensibilmente la
stessa direzione; tali sono la maggioranza dei moti in tubazioni, canali aperti, corsi d’acqua
naturali, ecc.

3.a) fluido comprimibile in cui la sezione A dipende dal tempo:

d(pQ) L d(pA) =0
ds at

3.b) fluido incomprimibile con sezione A dipendente dal tempo:

90,94 _
o5 3t 0

3.¢) se, inoltre, il moto ¢ permanente:

1.2.4 Equazioni fondamentali della dinamica dei fluidi

Si richiamano, brevemente, le equazioni fondamentali della Dinamica dei Fluidi.

10



1.2.4.1 Equazione indefinita del moto

Si definiscano con Tj le componenti degli sforzi T applicati sulle superfici di una porzione

infinitesima di fluido. Partendo dalla prima equazione cardinale della dinamica:
dR=Adm
si ottiene la fondamentale equazione indefinita del moto:

Bi' BT, (2)

ai::
p(F-2)=—= &y

Associando alla (2) la seconda equazione cardinale della dinamica (equazione dei momenti), che si

identifica nelle relazioni:

T o™ }.:,1;' =T i Ty =Ty

ossia nella condizione di simmetria della matrice associata al tensore di tensione (Ti=Tiji), Sl

ottengono le seguenti equazioni scalari:

PG " e
dvy %%, 90, Ot
PF-GE) " 3% "3y oz

con ovvio significato dei simboli.
Per la soluzione del problema dell’equilibrio dinamico, dunque, si hanno a disposizione:
1) 3 equazioni scalari del moto;
2) 1 equazione di continuita;
3) 1 equazione di stato che individua il legame fra la densita, lo stato tensionale del fluido e la

sua temperatura. Per i1 processi isotermici, la temperatura non comparira come variabile. Se,

11



poi, il fluido ¢ assunto incomprimibile quest’ultima equazione si riduce alla condizione p =
costante.
Pertanto il numero complessivo di equazioni a disposizione ¢ cinque. Le incognite del problema
sono:
1) cinematiche: u,v,w;

2) tensionali: Oy, Oy Oz, Txy=Tyx, Txr=T zx, Tyz=T zy

3) di stato: p.
Un semplice bilancio tra incognite ed equazioni mette in evidenza che ¢ necessario scrivere altre
cinque equazioni nelle stesse variabili: esse vengono stabilite in base alle modalita di deformazione
del fluido, le quali dipendono dalle cosiddette proprieta reologiche del fluido stesso, individuabili in
generale per via sperimentale.
Un caso di risoluzione particolarmente semplice si ha per il cosiddetto fluido perfetto. Tale entita
astratta, per definizione, ¢ caratterizzata da uno stato di sforzo identico a quello dei fluidi in quiete:

componenti tangenziali degli sforzi ovunque nulle (7 xy=Tx,~=Ty,=0) € componenti normali uguali fra
loro (0x=0,=0,=p). Per le componenti tensionali 7, le uniche diverse da zero, si adotta come per 1

fluidi in quiete, la denominazione di pressione p. Pertanto per i fluidi perfetti I’equazione indefinita

del moto, nota piu propriamente come equazione di Eulero, ¢:

p (F-A) =grad(p) (3)

che, accoppiata all’equazione di continuita e a quella di stato, consente di risolvere il problema
idrodinamico.

Poiché, infine, il sistema di equazioni che regge il movimento ¢ di tipo differenziale, ¢ evidente che,
per la soluzione del problema idrodinamico, occorre assegnare anche le condizioni al contorno e, se
il moto ¢ vario, quelle iniziali; esse perd sono in genere di facile individuazione: ad esempio,

velocita costantemente nulla a contatto con le pareti, pressioni costanti sulle superfici libere, ecc...

12



1.2.4.2 Equazione globale dell’ equilibrio dinamico.

La precedente equazione indefinita del movimento, insieme con l’equazione di continuita, con
quella di stato, con le relazioni fra gli sforzi e le deformazioni e con le condizioni al contorno ed
iniziali proprie dello specifico processo di moto in esame, consente di giungere alla determinazione
degli elementi caratteristici del moto in ogni punto del campo, fornendone un quadro completo e
dettagliato. Questo risultato, che evidentemente rappresenta la piu completa soluzione del problema
dinamico, pud essere perd raggiunto solo in pochissimi casi. D’altra parte, va osservato che la
conoscenza dettagliata delle velocita e delle componenti degli sforzi in tutti 1 punti del campo di
moto ¢ in genere superflua nella risoluzione di numerosi problemi pratici, che richiedono solo una
descrizione d’insieme del moto. Risulta allora piu conveniente ricorrere ad una trattazione non

locale del processo di moto, bensi globale che porta alla seguente relazione:

f'pﬁdw-f,pjdwzf'{%+%+%}dw (4)

avendo definito con W un volume finito del fluido delimitato dalla superficie chiusa di contorno A
fissa nello spazio.
Dopo una serie di passaggi matematici, dalla (4) si ottiene la seguente forma dell’equazione globale

dell’equilibrio dinamico:
f'pﬁdwfi' dA+ pvni‘d&-f -——La‘w-l} (5)

avendo indicato con v, la componente di velocita lungo la normale alla superficie A.

Si analizzano, ora, 1 singoli termini dell’equazione (5):
G= f "dew

rappresenta la risultante delle forze di massa agenti sulle singole particelle che occupano il volume

W considerato;

ft= Li',,da

13



¢ la risultante degli sforzi che vengono esercitati sul fluido attraverso la superficie di contorno. Si

tratta, cio¢, della spinta che la superficie di contorno trasmette;
M= f PVaVdA

si osserva che v, ¢ pari alla portata infinitesima dQ che passa attraverso 1’area dA; il prodotto

oV, dA= pdQ fornisce, quindi, la massa che transita nell’unita di tempo attraverso dA; pv dQ

rappresenta la quantita di moto posseduta da detta massa: si tratta di un vettore diretto in ogni punto
come la velocita. Pertanto M ¢ la quantita di moto di tutta la massa fluida che attraversa nell’unita
di tempo la superficie di contorno A del volume W. Nell’intera superficie A si possono distinguere
tre porzioni: una A; che ¢ attraversata da fluido che entra in W, una A, attraversata da fluido che
esce ed una terza, Ay, non attraversata da fluido: si potra dunque porre M=M;—M,. Si tenga presente
che M, M, M,, che di norma si designano come quantita di moto nell’unita di tempo, ossia flussi di
guantita di moto.

Adottando i simboli ora introdotti, I’equazione globale dell’equilibrio dinamico puo essere scritta:
G+l +M, -M,+ =0 (6)

Si tratta di una relazione vettoriale fra quantita che hanno le dimensioni di una forza. Solo G ed |
dipendono dai valori che le grandezze in gioco assumono nei punti interni del volume W, mentre
Il, M; ed M; di pendono unicamente dalle condizioni che si verificano alla superficie di contorno.
L’equazione (6), dato il modo in cui ¢ stata ricavata, non presenta limitazioni al suo impiego; in
particolare essa vale per fluidi sia comprimibili che incomprimibili, moto laminare o turbolento.

Per ulteriori informazioni si puo fare riferimento al testo di Citrini-Noseda (8).

1.2.4.3 Equazione del moto per i fluidi Newtoniani.

L’ideale schema di fluido perfetto, definito nel paragrafo 1.2.4.1, non ¢ evidentemente in grado di

risolvere una lunga serie di problematiche in cui gli sforzi tangenziali, ancorché essere diversi da
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zero, sono tutt’altro trascurabili. Ci si propone, pertanto di richiamare le equazioni del moto per un
fluido reale, esplicitando le componenti degli sforzi in funzione delle sue proprieta fisiche; come gia
detto, questo esame viene limitato al caso dei fluidi newtoniani, caratterizzati da un valore di

viscosita indipendente dagli sforzi e quindi dal moto.

1.2.4.3.1 Tensore delle velocita di rotazione rigida e tensore delle velocita di deformazione.

Un primo esame degli aspetti del moto che si svolge con la velocita v(x,t) pud essere condotto
considerando I’assetto locale di queste velocita. Concentrata I’attenzione, per il momento, sulle sole
variazioni spaziali, si mettono in evidenza le deformazioni subite dalla massa fluida nel suo moto, o
meglio, le velocita con le quali queste deformazioni hanno luogo.

Se all’istante t la velocita e definita dall’entita vettoriale v(X,to), il tasso di variazione della v nella

direzione individuata dal versore n nel punto x¢ ¢ espresso dalla

ov__ av ov ov
on P ox *ly dy 1, 0z

avendo posto

=Ox o Oy .0z
= n ™ "

Si vede, cosi, che i tre vettori

% a7

ax’ 9y’ oz
costituiscono le componenti vettoriali di un tensore del secondo ordine. Esso ¢ detto tensore dei
gradienti di velcita, ed ¢ indicato di norma come grad v. Le sue componenti scalari (grad v)i, che

vengono messe in evidenza scrivendo esplicitamente le tre componenti scalari di ciascuna

componente vettoriale, possono essere riunite nella seguente matrice:
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v, dv, dv,
% Bx Ox
dv. dv. ov
rad(V) s[——=% I 2].
¢ > o o)
Svy vy 8v,
dz 0z dz

Con I’introduzione del tensore dei gradienti di velocita, 1 differenziali spaziali delle velocita

possono essere compattati nella scrittura:

d¥=di¥grad(¥) .

Nell’intorno di xo ed all’istante ty, la velocita del fluido ¢ data quindi sostanzialmente

dall’espressione:

HR) =P R,) +a% [grad(#) ] .

Si puo scindere grad VvV nella sua parte emisimmetrica Q e nella sua parte simmetrica D,

rappresentate dalle matrici:

0 %(%—%) %{av ?E“}

Q=12 %: ﬂx} 0 2 (HE av”
1G-S 3G o

o 1355 15T

mt%t%+%} %‘;1 %{g’w%n

Secondo questa decomposizione, si puo scrivere pure:
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P(R) =7(Z,)) +d2Q (X)) +dE¥D(ZX,) .

La velocita del fluido nell’intorno di x¢ appare cosi suddivisa in tre componenti. La prima, V(x), €

indipendente dal punto x, ed ¢ quindi dovuta ad una traslazione rigida d’insieme: V(xo) svolge

percio il ruolo di vettore delle velocita di traslazione rigida. La seconda componente, dx-Q ha la

struttura:
T T T
1, 1, 1,
dv, dv, Ov. ov. Oov
d#Q= det.[ ov, dv, Ov, Ov, v, vy
35’ dz dz dx odx ay
dx dy dz

I termini che figurano nella seconda riga di questo determinante sono le componenti del vettore:

- S .
i, 1, 1,
d 9 9,._
rot(¥ =d&t[ﬁ a—y E]—
» , 0V, OV ov, BV dv, dv,
- _ z _Vx
o e TR T e 2R Sl

e si puo scrivere:
d#Q== (rot?) Adx.

Ne segue che la quantita dx-Q ¢ connessa ad una rotazione rigida con velocita angolare:

1
&= V'
rot

il tensore relativo, Q, viene detto tensore delle velocita di rotazione rigida.

La parte residua, dx- D, puo essere studiata osservando che valgono le seguenti identita:
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1 1
di’*Dﬁgrad(Edi"D'di‘} ‘grad{EEi,k-i.a,a dx,dx,D;,) .

perche D ¢ un tensore simmetrico.

Le superfici sulle quali I’argomento del gradiente mantiene un valore uniforme sono quadriche con
centro Xy, € sono tutte simili tra loro, perche le Dix sono calcolate in x¢. A seconda dei valori assunti
dalle Dk, queste quadriche possono essere ellissoidi, iperboloidi o loro forme degeneri. In ciascun
punto X si osserva una velocita dx- D normale alla particolare quadrica che passa per x: nel caso
che le quadriche siano ellissoidi possono aversi moti associati a dilatazioni, oppure, disgiuntamente
a contrazioni; ove le stesse quadriche siano invece iperboloidi, i relativi coni asintotici dividono
I’intorno di X in zone nelle quali si ha contrazione.

In ogni caso, le velocita dx- D risultano connesse a deformazioni locali del corpo fluido. Per questo

motivo D & detto tensore delle velocita di deformazione.

1.2.4.3.2 Tensore degli sforzi nei fluidi viscosi

Quando le dissipazioni di energia meccanica connesse al moto di un fluido divengono fatto
importante nel fenomeno da studiare, non ¢ piu possibile prescindere dalle componenti tangenziali
del tensore degli sforzi.

In generale, si ammette che il tensore degli sforzi dipenda dallo stato di deformazione locale del
fluido, dalla velocita della deformazione locale in atto e delle vicissitudini subite dal fluido nella sua
storia. Tuttavia, queste dipendenze non hanno sempre la stessa importanza. Cosi, 1 fluidi allo stato
aeriforme e molti fluidi allo stato liquido, specie se costituiti da molecole molto semplici,
conservano un ricordo degli stati di sollecitazione interna che si estingue rapidamente, riuscendo
inapprezzabile gia dopo tempi confrontabili con i nanosecondi. Escludendo i fenomeni che si
svolgono in tempi confrontabili con la persistenza dei ricordi, ¢ percio possibile adottare uno

schema di comportamento del fluido che prescinda del tutto dai fenomeni di memoria.
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Quando gli effetti delle evoluzioni di assetto subite dal fluido sono da trascurare, riesce
contemporaneamente irrilevante la dipendenza degli sforzi delle deformazioni. Manca infatti, nello
schema che si impiega in tal caso, il modo di riconoscere il particolare stato di deformazione in atto,
perche non esiste la possibilita di confrontarlo con stati di riferimento precedenti, dei quali il fluido
ha gia perso il ricordo.
Resta percido in evidenza solo la dipendenza del tensore degli sforzi T dalle velocita di
deformazione, rappresentate dal tensore D. E’ cio¢ T = f(D).
Di solito lo schema ¢ completato assumendo che il legame ora indicato non dipenda dal particolare
riferimento locale scelto e richiedendo che esso si riduca alla forma T = pl, valida nel caso statico,
quando le velocita di deformazione si annullano ed il fluido raggiunge uno stato di quiete.
Lo schema cosi completato ¢ noto come schema di fluido stokesiano, in quanto suggerito da Stokes
nel 1845.
E’ sempre possibile scegliere gli assi di riferimento in modo che D appaia localmente nella forma
diagonale (matrice diagonale): si dimostra che allora anche T deve assumere, nello stesso punto,
forma diagonale.
I1 piu semplice legame fra le componenti del tensore degli sforzi e le componenti del tensore delle
velocita di deformazione ¢ quello lineare. Se si specializza ulteriormente in questo modo lo schema
stokesiano, si dice che si costruisce uno schema di fluido newtoniano, perche si ricade nelle ipotesi
gia utilizzate da Newton nel 1687.
Ricordando che il tensore degli sforzi deve assumere la forma T = pl quando D si annulla, si vede
che, per un fluido newtoniano deve essere:

T =Pt Boolixt By Dyy *MxaDzs

T, =Pyl By Dy By aDz 2
T22= PR D P oy Dy t B 22Dz

quando gli assi sono scelti in modo da portare T e D a forma diagonale.
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I vari coefficienti introdotti non possono pero essere tutti distinti. Cambiando nome agli assi mutano
pure i nomi delle componenti di T ¢ D, ma non 1 loro valori. Di fatto, dunque, dei nove coefficienti,

due soli sono indipendenti. Usualmente si pone:

BBy =P zz=—20 -1’
By =Bxs=Hyx =By s =R ax=H =B’

La dipendenza di T da D si presenta di conseguenza nella forma:
T=(p-w/'div(¥) ) I-2pD. (7)

Per ulteriori informazioni si puo fare riferimento al testo di Marchi e Rubatta [28].

1.2.4.3.3 Equazioni meccaniche dei fluidi newtoniani

L’equazione costitutiva meccanica (7) rappresenta le ulteriori relazioni scalari che si ricercavano ai
fini della soluzione del problema dell’equilibrio dinamico, secondo quanto asserito nel paragrafo

1.2.4.

Si ricorda che oy, 0y, 0, generalmente differenti tra loro, hanno la somma invariante e, per

estensione si pud parlare di pressione p definita come p = %-(0'X +o,+0,). Il legale espresso

dall’equazione (7) fra il tensore degli sforzi T e il tensore delle velocita di deformazione D
specializza le due equazioni cardinali del moto.

La prima equazione indefinita del moto assume, a conti fatti, I’assetto

DV

pF-grad(p) +grad(p/div(¥)) +div(2uD) P3¢

La seconda e equazione indefinita del moto,
[T 1= [T] xi

¢, di fatto automaticamente soddisfatta dall’equazione costitutiva (7) perché I ¢ addirittura isotropo,
e D ¢ simmetrico per costruzione.
Se poi i coefficienti di viscosita p e p risultano uniformi in tutta la massa fluida, la prima equazione

indefinita del moto si riduce alla forma
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pF-grad(p) +(p+p’) grad (div(¥) ) +pVev=p g—g ,

detta equazione di Stokes.
Nel caso ancor piu particolare di moto isocoro, I’equazione indefinita di continuita si riduce alla div
v = 0 e, contemporaneamente, la prima equazione indefinita del moto a viscositd p uniforme si

presenta come

Dv

pF-grad(p) +pViv=p2¥. (8)

Quest’ultima forma ¢ detta equazione di Navier.
L’integrazione dell’equazione di Navier ad un elemento finito di fluido da luogo all’equazione

globale dell’equilibrio dinamico per fluido newtoniano incomprimibile:
Gott + i, -+ T-p [ 2% da=o (9)
. ¥Jan
dove
ii,-[ pida
A
¢ la risultante delle spinte elementari per effetto della sola pressione p, mentre
av
uf Lda
"'f Adn

¢ il contributo dovuto alla viscosita, chiaramente nullo nell’ipotesi di fluido perfetto.

1.25 Azonedi trascinamento di una corrente

L’intervento della viscosita nel moto dei fluidi reali in modo che gli sforzi che agiscono sulla parete
del condotto in cui si muove una corrente presentino componenti tangenziali: si dice azione di
trascinamento della corrente sull’involucro il risultante di queste componenti tangenziali; la forza ad

essa opposta rappresenta la resistenza dell’involucro.
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Secondo I’equazione (9), detta Ay la superficie dell’involucro, T 1’azione di trascinamento, si ha

dunque per definizione:
T=p f 9% 4a,
a, On

essendo n la direzione della normale interna (cio¢ diretta verso il fluido) nei singoli punti della
parete.

L’azione di trascinamento si pud calcolare agevolmente, in termini finiti, per il caso del moto
uniforme in un condotto cilindrico: in questo caso particolare essa puo anche essere definita come la

componente, nella direzione del, della spinta esercitata dalla corrente sull’involucro.

"' ; _f_ / / 727 ;; \
'4;’/ / ?‘/ / / &
h " |
7 \ G
L l' =0 l

Fig. 1. Tronco di corrente in moto uniforne.

Si consideri il tronco di corrente, in moto uniforme indicato in fig. (1)', con sezione trasversale di
area A e lunghezza L. Applicando ad essa I’equazione globale dell’equilibro dinamico, proiettata

nella direzione del moto: si perviene alla nota relazione:
T= yALJ =yWJ, (10)

essendo W il volume del fluido contenuto nel tronco considerato e J la cadente piezometrica.

! Per semplificare la figura, le spinte IT;, IT, sono applicate ai baricentri, anziché ai centri di spinta.
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L’equazione (10) ha validita del tutto generale, per il moto uniforme in un condotto, sia che il moto
sia laminare sia che sia turbolento; cid ¢ un’ovvia conseguenza del fatto che essa ¢ stata dedotta a
mezzo dell’equazione globale, che prescinde completamente dalla considerazione di quel che
avviene all’interno della massa fluida in esame.

Particolarmente interessante € anche la considerazione dell’azione di trascinamento unitaria, cio€
esercitata sull’unita di superficie dell’involucro; essa ha le dimensioni di uno sforzo e la si puo
anche definire sforzo tangenziale alla parete.

In un condotto cilindrico circolare essa ¢ uniformemente distribuita, in conseguenza della simmetria
assiale; per un condotto di sezione qualsiasi ci0 invece non avviene, ma sara sempre possibile
calcolarne il valor medio. Lo si otterra dividendo ’azione di trascinamento complessiva per 1’area
della superficie laterale del condotto: detto P il perimetro della sezione trasversale cui viene dato il

nome tradizionale di contorno bagnato, e T lo sforzo tangenziale alla parete, si ottiene:

=T = YALT . A ;.
T, 7 -fPJ-fRJ. (11)

Nell’equazione (11) compare il rapporto R=A/P fra I’area della sezione trasversale ed il suo
perimetro, definito raggio medio o raggio idraulico; per un condotto a sezione circolare esso
equivale ad un quarto del diametro.

La considerazione del raggio idraulico ¢ assai utile nell’idraulica pratica e in particolare nello studio
della legge del moto uniforme. ‘esperienza ha infatti mostrato che per le correnti turbolente, di cui si

parlera diffusamente piu avanti, il raggio idraulico basta a caratterizzare, in prima approssimazione,

la geometria macroscopica della condotta. Di fatto si vedra come diventa importante, per condotte
diverse dalla circolare, un fattore di forma, che viene evidentemente posto uguale ad 1 per condotte

circolari (si veda il par. 2.9).
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1.3 Moto uniforme di correnti in pressione

Nella sua essenza il problema puo essere posto come segue: individuare la relazione esistente fra la
cadente J della corrente e tutte le altre grandezze da cui essa puo dipendere.
Sara questo il problema che verra sviluppato nel seguito, attingendo all’indagine teorica, di cui si ¢
dato cenno nei paragrafi precedenti, e all’indagine su basi sperimentali, di importanza preminente
soprattutto nelle condizioni di moto turbolento.
Una semplice analisi qualitativa porta a riconoscere che queste grandezze possono suddividersi in
tre categorie e precisamente:
a) grandezze geometriche;
a.l) area della sezione trasversale;
a.2) contorno bagnato;
(I’insieme a.l) e a.2) danno luogo all’unica grandezza comunemente considerata ¢ cio¢ il raggio
idraulico);
a.3) scabrezza della parete;
a.4) forma della sezione trasversale;
b) grandezze cinematiche;
b.1) velocita media
c) grandezze dinamiche;
c.1) viscosita dinamica;
c.2) densita;
c.3) comprimibilita (quando si tratti di un gas ed il moto dia luogo a considerevoli variazioni
della pressione).
Se il moto ¢ uniforme, ¢ implicito che la condotta sia cilindrica, essendo del resto imprecisata la

forma della sezione trasversale.

1.4 Condizioni al contorno

Si indicano, ora, le condizioni al contorno proprie dei moti dei fluidi nei condotti.
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La frontiera del dominio interessato dal moto di un fluido ¢ una superficie che non viene
attraversata dal fluido stesso. Sulla frontiera, percio, la componente della velocita v del fluido in
direzione normale a tale superficie deve coincidere con la velocita di spostamento di questa nella
medesima direzione. In particolare, se la frontiera ¢ ferma nel riferimento adottato, la velocita del
fluido deve presentare, su di essa, componente normale nulla.

Se f(x,t)=0 ¢ I’equazione della frontiera, e se questa ammette versore normale

. grad(f)
i [grad(f) |

la velocita vy, con la quale la frontiera stessa si muove lungo n vale

af af at
v = Ot __ ot __ ot
- "9f ‘dgrad(f) |grad(f)|’
on

Come si ¢ detto, la velocita v del fluido deve assumere, sulla superficie f(x,t)=0, componente lungo

n identica a vg,: deve essere cioe
?ﬂ:-vnﬂvﬂ' ﬁ‘.ﬁiﬁ "

Ne segue subito
a_f-l-i’-ﬂ!grad{f} |=a_f+'?-g'rad{f} =_.'D_f=u
ot at pt-

Il fatto che la componente normale della velocita del fluido relativa alla frontiera v, — vy, sia nulla
su ogni punto di questa superficie non ¢ sufficiente per concludere che gli elementi fluidi situati su
di essa in un dato istante non possano successivamente allontanarsene. Cosi elementi di frontiera
possono divenire elementi fluidi interni, e viceversa, come avviene, ad esempio, in corrispondenza
alla comparsa ed alla scomparsa di bolle in seno ad un liquido o di gocce in un aeriforme.

Per la componente della velocita del fluido tangente alla frontiera non esistono vincoli cinematica.
Tuttavia, ’osservazione sperimentale ha mostrato che la componente tangenziale della velocita

coincide con I’analoga componente della velocita frontiera, se questa ¢ costituita da una parete
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solida. Si dice usualmente che il fluido aderisce alle pareti. (Evidentemente nello schema di ideale,
quest’ultima, quest’ultima condizione pud non essere rispettata).

In virtu della condizione di aderenza del fluido alle pareti solide, si impone che, alla frontiera, la
componente tangenziale della velocita del fluido coincida con la velocita di scorrimento della parete
su se stessa. Complessivamente, la velocita del fluido a contatto con pareti solide ¢ uguale alla

velocita di tali pareti, e percio si annulla quando queste sono ferme.
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2 ANALISI DEL MOTO LAMINARE IN CONDOTTE CILINDRICHE CON
SEZIONI DI VARIO TIPO

Si considera il moto permanente di un fluido a viscosita dinamica p e densita p uniformi e
stazionarie, che si svolge con traiettorie rettilinee e parallele nel campo del geopotenziale
d=-9¢.

Assunto come riferimento ortogonale X,y,z, ed assegnati all’asse x direzione e verso coincidenti con

quelli della velocita v, si osserva intanto che, in base all’equazione di continuita div v=0, ormai

ridotta alla forma OU o = 0, 'unica componente non nulla della velocita, la u, pud dipendere solo

dalle coordinate trasversali y e z.
La prima equazione indefinita del moto, la cui forma adatta al problema in esame ¢ quella di

Navier, ¢€:
pF-grad(p) +p?ﬂ=pg—i,
la quale ammette le proiezioni

'“?ag'; (pgl+p) +pVRu=0,
—a—_ay (pgl+p) =0,

- -
32 (pgl+p) =0.

Ponendo y = pg, le ultime due equazioni possono essere riscritte nella forma
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9 (r+Py-
aym,fJ 0

a E
i & =
oz « Y i
ed evidenziare che il carico piezometrico

h=(+2
C+1

¢ uniforme su ciascun piano ortogonale all’asse x, e quindi che la pressione p varia con legge
idrostatica lungo i singoli piani trasversali.
Il carico piezometrico cambia invece al mutare della x. In accordo con la proiezione lungo x

dell’equazione di Navier, deve essere
-i {{+1_:'} +Bvey=g.
dx Y ¥

Come u, ancheV’u¢ indipendente da x. Cosi la variazione del carico piezometrico con x ¢&
uniforme. Normalmente si pone in evidenza la caduta del carico piezometrico, per unita di percorso

nel verso della corrente, nel seguente modo:
9 (r+B
- -+

e si indica questa grandezza con il termine cadente piezometrica. L’uniformita del carico
piezometrico sulle singole sezioni trasversali assicura la stessa uniformita alla J.

In base alla componente lungo x dell’equazione di Navier e alla definizione di cadente
piezometrica, la distribuzione della velocita longitudinale u su ciascuna sezione trasversale ¢ retta

dall’equazione di Poisson:

‘Fu-—J'f. (12)
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e risulta determinata una volta fissata la forma della sezione trasversale della corrente e le

condizioni cinematiche esistenti sul suo contorno.

2.1 Moto in condotto a sezione circolare

Nel caso di corrente in un tubo di sezione circolare di diametro D, conviene ricorrere alle coordinate
cilindriche indicate in fig. (2), anziché alle coordinate cartesiane ortogonali.

Il flusso puo essere, infatti, considerato in condizioni di simmetria assiale rispetto all’asse del

condotto (fig. 2):

1]

3
] | —

l

Fig. 2. Moto in condotto cilindrico circolare.

du,, 1 Fu__yJ
or r290° p

-1 . 13
Viu I'E'E{r ( )

In virtu delle condizioni di simmetria gia richiamate, tutti i parametri sono indipendenti da 0, sicche

I’equazione (13) diviene:
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(14)

avendo G = du/dr. La soluzione complementare G. pud essere trovata risolvendo I’omogenea

associata dell’equazione (14), cosi come proposto da I. H. Shames (44). Cio¢

dG, 1
ar z°e

Separando le variabili ed integrando:

1nG,=-1nr+lnC,,

dove in C; ¢ la costante di integrazione. Combinando le espressioni logaritmiche si ottiene:

c =5

L
Una soluzione particolare pud essere facilmente trovata in G, = e %ﬂ)), sicché la soluzione

generale per G diviene:

G=—-T£r+.£1.,
2p r

Sostituendo con du/dr, si puo effettuare la seconda integrazione. Pertanto:
=-YJ 2
u(r)=- 4“1' +C, 1nr+C;.

Quando r=0, il termine in r diventa infinito (si veda la figura. (3)), pertanto la costante C; deve

essere zero per rendere il caso fisicamente possibile.
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(a)

Fig. 3 C(aso fisicamente possibile ({a); caso
fisicamente impossibile (b).

Per le condizioni al contorno, che impongono velocita nulla alla parete, si ottiene

C, = ¥ID’ /(164 . L’equazione finale per il profilo di velocita diviene:

=E E_Z
u(r) 4"{4 r?)

La velocita massima si ha sull’asse del condotto (fig. (3)), con il seguente valore:

=Y p2

La velocita, tra I’altro, decresce con legge parabolica allontanandosi dall’asse del condotto.

La portata volumetrica ammonta a :

D/2 - YJ ] (Formula di
D=fu 2xrudr= 1239“'04' Poiseuille. )}

la velocita media € pertanto:

= Q = YJ ﬂlﬂ 2
e
4

ed ¢ quindi pari alla meta della velocita massima.
Si prova per un attimo a ripetere le considerazioni fin qui fatte per il caso di fluido perfetto, per il
quale valgono le seguenti condizioni semplificative: p=0 (per ipotesi) e J=0 (come evidente

conseguenza del teorema di Bernoulli e dell’uniformita del moto). Valendo la seguente relazione:
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ou 4. _., du
- “R—=="2nrL
T=-h[, 35 A=k 2% 2L,
(avendo indicato con L la lunghezza del tronco in esame) e per la (10), si ha:
du__Y
——=-LrJ. (15)
Par 2

Dunque, per le ipotesi gia richiamate, si perviene ad una banale identita dell’equazione (15), che
non servirebbe ad individuare la distribuzione della velocita. Qualunque distribuzione di velocita
risulterebbe compatibile con le ipotesi. L’osservazione fatta prova I’astrattezza dell’ipotesi di fluido
perfetto e la sua inaccettabilita per lo studio del moto con riferimento alle cause che lo determinano.
Ritornando al caso di fluido reale definiamone lo stato tensionale.

Le tensioni tangenziali assumono la seguente legge:
ou_yJ
T, =—p—=12r
IXxX I'I' ar 2 ’

variando linearmente e assumendo il valore massimo in corrispondenza della parete dove la

tensione vale, appunto:

(%] o2 =X2D.

2.2 Moto fra facce piane parallele

Vale la pena esaminare una differente situazione di moto laminare per la quale si giunge facilmente
ad una soluzione in termini analitici: essa puo presentare qualche interesse di carattere pratico, ma
soprattutto condurra ad un confronto significativo col caso precedente trattato. Si tratta, appunto, del
moto per filetti paralleli di un fluido fra due facce piane parallele indefinite. Questo moto puo
definirsi piano, o bidimensionale, poiché quel che avviene in un piano parallelo al vettore velocita e
normale alle due facce di contorno del campo si riproduce identicamente in tutti gli altri piani ad

esso paralleli.
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IEM a) j_ : b) r
7%

Fig. 4. Moto fra facce piane parallele,

Il piano del moto ¢ rappresentato in fig. (4.a) mentre la fig. (4.b) rappresenta una sezione trasversale
della corrente, limitata ad una striscia di larghezza b.

L’equazione di Poisson si riduce, per la particolare situazione di simmetria a:

sempre perché il moto ¢ uniforme. Si ha dunque:

J=-1 d?u,
Y dy?’

integrando una prima volta con la condizione, dovuta alla simmetria, che la velocita sia massima sul

piano mediano, e cioé:

ynﬂ--o-_ =0
dy
si ottiene:
di
du__yJ,
dy p

Una ulteriore integrazione con la condizione che la velocita sia nulla a contatto con le pareti solide:

u=0 per , essendo h il semispessore della corrente, consente di ottenere:
uly) =38 b=y ;
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La distribuzione della velocita, anche in questo caso, ¢ parabolica, con massimo:
J
=YY p2

in corrispondenza del piano mediano.

Integrando la velocita sull’intera sezione, si ha la portata:
=2 f ubdy=2 -beh:"-

e dividendo per I’area della sezione trasversale sa ha la velocita media:

Q _1YTp2.2, . (16)
V=Zbh 3 g 2 3 lmx

Per il confronto che si intende istituire con il caso del moto in condotto di sezione circolare,
conviene introdurre anche qui, come lunghezza caratteristica, anziché il semispessore h, il raggio

idraulico:

e I’equazione (16) si puo scrivere anche:
v=lYJp2
3 p

Per confronto con la velocita media ottenuta per la sezione circolare, si pud concludere che in
entrambi 1 casi la velocita media risulta direttamente proporzionale al peso specifico, alla cadente
piezometrica e al quadrato del raggio idraulico ed inversamente proporzionale alla viscosita. Il
coefficiente di proporzionalita non € pero lo stesso nei due casi: esso vale infatti 2 per il condotto
cilindrico circolare, 1/3 per il moto fra due facce piane indefinite.

In generale, per il moto viscoso, la velocita media ¢ data da una formula del tipo:

th-'E;-TR

con a coefficiente dipendente dalla forma della sezione del condotto.
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L’importante conclusione ¢ che il raggio idraulico non ¢ sufficiente a individuare completamente la
geometria della sezione: accanto ad esso deve necessariamente comparire un coefficiente di forma

della sezione trasversale.

Per quanto riguarda le tensioni tangenziali, nel caso della sezione a facce piane parallele, esse sono

date dalla relazione:
TRy Y

analoga, strutturalmente, a quella ricavata per la sezione circolare.

2.3 Moto in condotti a sezione anulare

i 3

¥ Fab
?—"‘-_
i+
» x
< i -—
e — sy

Fig. 5. Moto in condotto a sesione anulare,

Facendo riferimento alla fig. (5), si esamina ora il moto rettilineo nell’intercapedine fra due tubi a
sezione circolare e coassiali, di raggi r; ed 1> r;. Se le pareti sono ferme, la distribuzione della

velocita € ora:

111&

u(r) =-1£[tr§—:=} -—; (r2-r?)1,
e ln—-2
Iy
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che ha appunto laplaciano uniformemente uguale a —yJ/u in tutto il dominio r, <r <r,, e che si

riduce a zero per r=r; € per r=r,.

Il massimo di velocita si realizza sul raggio:

La portata e la velocita media sono, nell’ordine:

2__2
I;-I
0=["2nrudr=1Ix (r3-zi} IxZ+xf-—2—"1],
Fa 8p ln..r_z
I
2 2
r3-I
0 .3 By
= (rf-r]) 8B =2
Iy

Essendo il raggio idraulico R = (1, — 11)/2, I’espressione della velocita media, mettendo in evidenza

un coefficiente di forma definito nel paragrafo precedente, diviene:

V=¢E33,
B
con:
I
. (F2)2-1
(=2)2+1-—2
I
T 1n—-2
z=1 7
2 I
(=2-1)2
I,

Per quanto attiene lo stato tensionale, si ha:



= E:-— au:ﬂ - Iz rl
L i L i [2r r]_nﬁ]
1

Questa espressione ¢ valida dalla parete esterna al punto di massimo della velocita, altrimenti:

311 .TJ[ rg-z:la.

t-z.x"l-‘g{_r} a -2r].

rln=2
I,

In appendice A si riporta un’applicazione sul moto laminare in condotto anulare.

2.4 Moto in condotto a sezione ellittica

uJ

L

Fig. 6. MNoto in condotto a seszione ellittica.

Data la ellisse in fig. (6) di semiassi a,b con a>b, la sua equazione (equazione del contorno della

sezione del condotto) ¢:
Zy2,(Yy2m
( a} ( b} '

cio€:
f(y.z)=(z/a)?+(y/b)?-1=0, (17)
La distribuzione di velocita é:
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=YJ &% (=2 _¥°
u(y, 2) 21 27452 A-=3-43)

che soddisfa I’equazione di Poisson e la condizione al contorno per la quale u=0 per (y,z) tali che
f(y,z)=0.
Ricordando che i1 coseni direttori della normale nel generico punto di una curva di equazione

f(y,z)=0 si esprimono nella forma:

n.=92_ 1 .Of
B et 2
oz oy

8
1 LOf R

.@x:
\]: }‘t )zay

ponendo

A=n,j+nk,

il vettore infinitesimo dn=dn * n €:

dfi=dzk+dyj=dnnk+dnn,J.

Alla luce di questo, le tensioni possono essere cosi calcolate:

ar b g = g;%*'gf-g’ B "a" y+ 5o m)

dove

Inoltre, per le equazioni (17) e (18), risultano verificate le seguenti relazioni:
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of _2z Of_2y,
E i =L

0f 2, (Of,a. [22% 47,
J(EJE"'(ay} J a‘ + b" r

2y
b?

n=— ;
2 Zy24( X2
\l{az}r (Z)

22

a2

[ =z 2 JJ" 2
z\] (2 (L)

z

Pertanto:

=_?J_Ja‘|'?+b‘ 2 .

Tax a?+p?

Nel caso di a=b=r, si ricade nelle formule del condotto circolare.

2.5 Moto in condotto a sezione triangolare equilatera

Si faccia riferimento alla sezione triangolare equilatera di altezza 3b, rappresentata in fig. (7).
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Fig. T. Noto in condotto a sezione triangolare equilatera.

Le equazioni delle rette che individuano il contorno sono:

y=-b

y=—y/3z+2b

y=y32z+2b.

La condizione al contorno si esprimera richiedendo che u = 0 per f(y,z) = 0 con
£(y, z) =(y+b) (y+/3z-2b) (y-/Fz-2b) =0.

Si ricava, allora, come soluzione dell’equazione di Poisson, la seguente distribuzione di velocita:

40



=XYJ y+b [ (2b-y)2

uly, z) =X )3 ..
(¥, z) 1 ! [ 3 z*],
La distribuzione di tensioni lungo il lato parallelo all’asse z ¢:

Tm=-1'—g (3b2-22) ,

2.6 Moto in condotto a sezione rettangolare

Si riporta ora il caso, anch’esso tecnicamente interessante, della sezione rettangolare, di larghezza b

e di altezza d, schematizzata in fig. (8).

T

i f -

Fig. 8. Moto in condotto & sezione rettan-
golare.

Sempre ammesso che la parete sia ferma rispetto all’osservatore, la distribuzione della velocita e

fornita dalla formula:
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YTl . Y
u(y, z) 2“{4 il o) I 1}t{2k+1}3!3

cosh[(2k+1)n-Z]
cos [ (2k+1)nX] "d },

h b
cosh[(2k+1)= 2d]

che ¢ in accordo con I’equazione di Poisson e che porta a velocita longitudinali nulle su y =+ % e

su z= i% . Per controllare quest’ultimo asserto basta tener presente 1’identita:

(-1)% Yy=1.
3o (-1 o 1}, soos[(2k+1)nd) =2~ ()3,

La velocita ¢ massima sull’asse del condotto, ove é&:

J
= JI T (1) 522 o E”
8p k=0 (2k+1) g3 cogh[{2k+1}“§%] '

la portata e la velocita media sono:

d/2 pb/2 tanh[(2k+1) x-2
9-41; L ddy-?de’{l 192 d T

w3 béieo GEnT

b
val _YJ d%, 192 dE- tmlh“zk'l'l}“z_'d]}
bd @ 12 x5 bésk=o (2k+1)5 )

Per quanto attiene lo stato tensionale valgono le seguenti relazioni:

T~ 1.-:"“('5} E) "I-I--a?
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d
an txx _a__'___ﬂ']- “'g—l";

t?:“‘ly"“ {T + aw}

In particolare:

J »
T oy-dy, | (-1)* {21c+i) asinl(2kn) =)

cosh [ (2k+1) z%]

-

b
cosh| (2k+1) “E]

=E - k a -z *
Tac A (-1) GrnTaces (k) x )

sinhnzku}:-g]

b
coshl[ {2k+1}1rE]

At fini delle pratiche applicazioni ¢ sufficiente porre:

=XJ by 0=¥T b . J d?
o™y (P 0= LT 21, ( By v X L (2

ed impiegare 1 valori di f; ed f, riportati nella tabella (2) e diagrammati in fig. (9).



74,72
-]
o

b/d

-a-T1 o T2

Fig. 9. Diagrammi dei coefficienti fl e [y,

Coefficienti per il calcolo della velocita massima e della portata in
un condotto rettangolare.

1
% h E fa

1 | 0,2042 0,4224

2 E 0,8275 0,6870

3 0,9641 0,7881

4 0,9925 0,8434

5 1 0,9985 ! 0,8747

6 i 0,9997 i 0,8957

7 0,9999 0,9079

8 0,9999 0,9218

10 1,0000 0,9375
12 1,0000 i 0,9486
J 100 1,0000 0,9936

oo 1 1 ' 1
Tab. 2.

2.7 Metodo delle differenze finite

Con riferimento al paragrafo precedente e alla fig. (10), si sviluppa un metodo per il calcolo della
velocita puntuale, che consenta, di fatto, la risoluzione dell’equazione differenziale di Poisson
attraverso la soluzione di un sistema lineare, il cui numero di incognite ¢ strettamente legato al

grado di approssimazione richiesto.
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/

Fig. 10. Sistena di riferimento.

Si tratta , in pratica, di un metodo di risoluzione numerica che ben si presta ad essere tradotto in un
linguaggio di programmazione, eliminando, cosi, il suo unico difetto, legato, appunto, alla difficolta
di risoluzione di sistemi lineari a molte incognite.

Come ogni metodo numerico, ¢ importante, per chi ne faccia uso, conoscere il grado di
approssimazione dei risultati ottenuti. Pertanto, nel seguito, si definira questo punto.

Fissata I’attenzione su una sezione trasversale, si consideri, facendo riferimento alla fig. (10), un
moto piano, ossia ipotizziamo, in un primo momento, u funzione della sola y; si supponga, ancora,
di non conoscere la funzione u(y), ma di conoscere i valori che essa assume in tre determinati punti:
A,BeC.

Ci si chiede: ¢ possibile calcolare la u (y) e le sue derivate partendo solo da questi punti? Questo si
puo fare, ma accettando un certo errore. Se, per esempio, si considera una parabola passante per A,
B e C, si ottiene una curva che, come la u (y), passa per A, B e C, ma ¢, in generale, diversa da u

(y): siaul (y) questa curva.
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Come illustrato in fig. (11), si consideri un riferimento con origine O =k di asse y, e i punti (k-1) e

(k+1) equidistanti A rispetto ad k.

L’equazione di una generica parabola ¢&:

Y
FiA
* ktir C
. k=0 B -
P
1& uliy
Y
Fig. 11. Posizione dei punti noti,
ul(y) = a0 + al y + a2 yz {(19)

Si imponga che la (19) passi perA, B e C:

vy =0 ul(y) = a0 =u(k)
vy = A ul(y) = a0 + al A + a2 A’ = u(k+1)
y = -A ul(y) = a0 -al A + a2 A® = u(k-1)

Si ricavano, cosi, le seguenti costanti:

a0 = u(k)

al

(u(k+1) - u(k-1))/(2 A)

]

a2 = (u(k+l) + u(k-1) -2 u(k))/(2 A}).

Pertanto, la parabola ul(y) ¢:
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ul {y] = u{k+1} +11 {k*l) —EU{R} y.;+ u(k—f‘l} “"u{k_lj

2&2 2& y+ul:k} -
Le derivate sono:
dul = -
[ Gt = 2] cu (ko) (20)
[dful; _ u(k+1)+u(k-1) -2u(k) (21)

@y A?

Se, dunque, non si conosce la funzione u(y), ma si conosce il valore della u(y) in alcuni punti (3 nel

caso analizzato) si possono calcolare anche le derivate, con un certo errore.

Si sviluppi la u(y) in serie di Taylor nell’intorno di k. Infatti, il valore di una funzione in un punto

appartenente ad un intorno puo essere individuato una volta che si conosca il valore della funzione

insieme con tutte le sue derivate nel centro dell’intorno. Definendo k come centro dell’intorno di

ampiezza 2A si ha che:

u(k+1) =u(k) + A du, A2 dPu A3 dPu,  A* diu
1t dy 2! dy? 3! dy® 4! gyt

u(k-1) =u(k) --A du, A? dPu_A® du, A* d'u,

1! dy 2! dy? 3! gy®* 4! gyt
con le derivate calcolate in k (centro dell’intorno).

Sommando le equazioni (22) e (23) si ottiene:

+..{22)

e 23

u(k+1) +u(k-1) =2u(k) +-2- 2928, 2 padiu, = (5,

21 @2 41l gyt

mentre sottraendo:

- . _ 2 du 2 cF'u 2 d5u
= + 3 + s
u{k+1) u(k-1) ] A 7 1 A N A +

Dall’equazione (25) si ricava la du/dy:

<. (25)
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du_(u(k+1) -u(k-1) ,_A? d’u,
dy 2A 6 @

mentre dalla (24):

d?u_u(k+1) +u(k-1) -2u(k) y-AZ dlu,
dy? A? 12 g4

Ciog, tenendo conto delle (20) e (21), si ricava:

d?u_ d?ul _ A? d‘u
dy? dy? 12 dy*

+Ill

du_dul_A? d’u
dv dy 6 gy

*"I

Alla luce di queste due ultime equazioni, ¢ evidente che & proprio A? I'indice di errore che si
cercava. Pill piccolo ¢ il A, minore sara ’errore (legato, tra I’altro a A® e non a A). Si puo, quindi,
spingere 1’errore a valori via via piu piccoli, sino a renderlo accettabile, ma questo comporta un
aumento delle incognite.

Passando, ora, a condizioni pit complesse, ma anche piu generali, in cui la velocita ¢ funzione di y

e z (u=f(y,z)), si introduca un reticolo, quale quello in fig. (12).
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Fig. 12. Reticolo per il generico punto k.

Per calcolare le derivate parziali nel punto k rispetto ad y o z, si faccia riferimento alle formule (20)

e (21), ottenendo le seguenti derivate parziali:

Ou_ u(k+l)-u(k-1) Pu_ u(k+l)+u(k-1) -2u(k)
oz 2A ‘ 8z2 A2 ’

OSu_u(l)-u(i) &u_u(l)+uli)-2u(k)
dy 2A " 9y? A? |

Alla luce dei precedenti risultati, I’equazione di Pisson:

FPu, Pu__yJ
dy? 0z2 1)

diviene:

u(l)+u(i) -2u(k) , u(k+l) +u(k-1) -2u(k) _ -yJ
A? A? B
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Facendo riferimento alla cosiddetta cellula di fig. (12), si ottiene la seguente equazione finale, che

andra scritta per ogni punto del reticolo in cui si ¢ suddivisa la sezione da analizzare:
au(k) - (u(k+1) +u(k-1) +u(I) +u(i)) =-\;-f’-'n=.

Ovviamente, la precedente equazione non andra scritta per i punti del reticolo appartenenti al
contorno, dove ¢ nota la soluzione (u=0).
Si dovra, cosi, risolvere un sistema lineare, le cui incognite sono i valori puntuali di velocita.

A maggior chiarimento del metodo si riporta una applicazione in Appendice B.

2.8 Considerazioni sulle sezioni diverse da quelle trattate

Per sezioni diverse da quelle ora considerate, il Di Ricco (13) presenta, per la determinazione delle
u e quindi delle typ, un metodo del tutto generale, che si riconduce in sostanza ad una risoluzione
approssimata di un’equazione integrale ottenuta seguendo la via indicata da Neumann e Fredhol.
Data la notevole laboriosita del metodo stesso, appare piu conveniente, nel tentativo di accennare a
qualche altro esempio di soluzione che possa essere utile in pratica, prendere le mosse della nota
analogia che esiste tra il problema di cui ci si occupa, nell’idrodinamica dei fluidi viscosi, € quello,
nel campo dell’elasticita, della torsione pura di un prisma della stessa sezione (Paschoud M. [32],
Love H. [26], Timoshenko S. [48]). A titolo puramente indicativo, si ricorda anche un’altra
interessante analogia, indicata da Prandtl, che ¢ quella con le sollecitazioni di una membrana
sottilissima avente per contorno la sezione considerata. Essa si presta a misure sperimentali
impiegando una pellicola saponosa.

Ritornando all’analogia con la torsione, si osserva che , mentre il problema idrodinamico consiste
nella soluzione dell’equazione di Poisson con la relativa condizione al contorno, 1’analogo

problema elastico € rappresentato dall’equazione:

Feo,Fo__
50 oy 200 (26)
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in cui ¢ ¢ una funzione degli sforzi, G il modulo di elasticita al taglio 6 I’angolo di torsione, con la
condizione al contorno ¢ =0.

L’equazione (26) si riconduce all’equazione di Laplace:

facendo la seguente posizione:
P=p+— ( z*+y?) .

Per i problemi per cui ci si occupa ¢ possibile ricondursi all’equazione (27), facendo uso delle

soluzioni date dal De Saint Venant (12), con la posizione:

ﬂ'u*'%(z‘ﬂ"), (28)
dovendo valere al contorno la condizione:
u=a-q:=-f—j—-{zz+3ﬂ) . (29)
L’equazione piu generale che soddisfa la (28) ¢ del tipo:

cp=an+aiz+a{y+a, (Zz3-y2) +a§-22y+a3 (z2-3zy?) +a) (323y-y3) +

+a, (z4-6z2y3+y4) +al (4z°y-4zy>) +. .. (30)

restandone determinata, in base alla (29), la forma della curva rappresentante il contorno. Di
maggiore interesse sono perd le curve simmetriche rispetto agli assi, per le quali si vede che la (30)

assume la seguente forma:

p=a,+a, (z2-y?) +a, (z4-6z2y2+y4) +. .. (31)
mentre la corrispondente equazione al contorno ¢:

-.Eg{z=+3ﬂ} +a,+a, (z2-y?) +a, (28 -6 22y3+y*) +. . . =0,

(32)
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Trascurando i polinomi superiori al 4° grado e determinando in modo opportuno le costanti,

chiamando a e b i semiassi della curva rappresentata, I’equazione (32) assume la seguente forma:

z? .y 1._ 2y _a Zt-623y3+
PE) _b:*A{ ,} (z%-y%) -2 a’g: Y u1-a

dove A ¢ una costante, che pud variare tra b%/(a’+b?), nel qual caso la curva ha dei punti multipli, e

- (\/E —1)/2, oltre il quale la curva cessa di essere chiusa.

Il corrispondente valore di u ¢ dato:

u- g LA - (5 2 -2 2L 2y

, e (24-62%y3+y4) ] .

Il caso in cui A=0 corrisponde a quello gia esaminato dell’ellisse.

Fig. 13. Alcune forme del contorno per a/b=2 e per -1/9¢A<1/5.

Nella fig. (13) sono riprodotte le forme del contorno per un rapporto a/b=2, e per alcuni valori di A,
compresi fra +1/5 e —1/9, tenendo presente che per i valori di A<-b%(a*+5b”) le curve sono, anziché
convesse, concave nei vertici, sono cio¢ circoscritte anziché inscritte nel rettangolo di lati (2a,2b),

riuscendo evidentemente di minor interesse applicativo.
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Quando sia, nelle (31) e (32), sempre limitate ai polinomi del 4° grado, a,=0,la curva che

rappresenta il contorno:
J
--;E; (22+y3) +a,+a, (24-6 22y +y4) =0

presenta semiassi uguali nelle due direzioni z ed y (a=b=r), e puo anche scriversi:

2442 4 2

2°ty° _ 1 2°-62 f"'ﬂ

e (33)

mentre la corrispondente distribuzione di velocita ¢ data dalla:

u=-2T [ (z2432) —%: (24-6 z2y3+y4) —r2 (144" ] .

Si vede facilmente che, affinché la curva rappresenta dalla (33) sia chiusa, deve aversi A’<I; d’altra
parte ¢ sufficiente considerare i1 valori di A’ compresi tra 0 e 0.5, perché I’equazione B’=1 — A’
muta 1’equazione in altra uguale. Per A’=0 la curva ¢ una circonferenza di raggio r, e per A’=0.5

essa degenera in due iperboli.

vy . -
A'=0,15
r
A'=025

'=0,075

[ - _n'm

t=0
feerchia)

Fig. 14. Alcune forme del contorno per A'<0.2643.

Nella fig. (14) sono riportate alcune curve per valori del parametro A’ non superiori a 0.2643; oltre
tale valore, esse divengono concave anziché convesse.

Piu complicati procedimenti si richiedono quando la forma della sezione sia costituita da un
poligono non regolare.

Per ulteriori informazioni al riguardo si puo far riferimento al Ghetti [17].
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A conclusione di questo paragrafo si pud, dunque, ritenere praticamente risolto il problema della
determinazione dei diagrammi di velocita, e con esso il problema delle resistenze al moto, per le
condizioni di moto uniforme laminare per condotti cilindrici di ogni sezione.

E’ comunque importante mettere in evidenza che, in virtu dei potenti mezzi di calcolo di cui oggi si
dispone, il metodo delle differenze finite spinto agli elementi finiti pud, senz’altro, essere sostitutivo
dei metodi con sviluppi in serie. Questi ultimi, tuttavia, conservano una propria rilevanza teorica,

ancorché storica.

2.9 Indice di resistenza

Nel moto laminare il legame fra la cadente effettiva e 1’altezza generatrice della velocita generatrice
della velocita media dipende dalle dimensioni della sezione trasversale della corrente, dalla velocita
media, dalla viscosita cinematica del fluido, dalla forma della sezione trasversale, ¢ dalle condizioni
cinematiche imposte sul contorno della sezione trasversale stessa. Mediante 1’analisi dimensionale,
per un condotto cilindrico a sezione generica, si perviene alla relazionez, =k(f)uV/R,incuiR ¢
il raggio idraulico, V ¢ la velocita madia, k un coefficiente dipendente dalla forma della sezione
attraverso il fattore di forma f -7, ¢ lo sforzo alla parete definito dalla relazione 7, = yRJ .

Assumendo una relazione che lega J a V del tipo:

A VR (equazione di Darcy-
gE ;
iR 2g Weisbach)
in cui A ¢ I’indice di resistenza, per quanto detto nei paragrafi precedenti, per la sezione circolare si

giunge alla relazione:
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Essendo R, = PV 4% il numero di Reynolds.

In generale, invece, si ha:
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dove f, come detto, vale 1 per il caso di sezione circolare. Per le altre sezioni, il coefficiente f,

definito come rapporto, valutano a pari numero di Reynolds, fra il A relativo alla sezione circolare e

_ 64
A= fRe

quello adatto alla sezione effettiva, si discosta dall’unita.

In particolare I’espressione di f per una condotta a sezione anulare ¢:

In fig. (15) si riporta il diagramma di A in funzione di Re per la sezione circolare e per le sezioni

anulari. In quest’ultimo caso le curve sono parametrizzate in funzione del rapporto ra/r;.
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Fig. 15. Il parametro rg,-'rl varia da 1,11 (curva pid alta] a 10 (seconda curva dal

bassa).




2.10 Principio variazionale del Ghetti

Prima di passare allo studio del moto turbolento, appare interessante mettere in evidenza un
principio, enunciato nel 1950 da Augusto Ghetti [17], che, pur nascendo da constatazioni proprie
del moto laminare, ¢ estendibile anche al caso del moto turbolento. Questo ¢ anche quanto
affermato da E. Marchi ([29]), che richiama esplicitamente il Ghetti.

I1 principio si enuncia in questi termini: “in una corrente a regime stabilito si realizza il massimo
della portata compatibilmente con le caratteristiche fisiche del moto e con un dato valore della
resistenza globale al contorno. Se, pertanto, la distribuzione delle velocita ¢ in qualche relazione
con la distribuzione degli sforzi di scorrimento, quest’ultima lungo il contorno dovra realizzarsi in
modo da ottenere, per la prima all’intero della sezione, il massimo valore integrale.”

Cosi si esprimeva il Ghetti, il quale, tra 1’altro aggiungeva che “estrapolando dal campo laminare, a
noi pare che questo principio potrebbe essere di guida alle indagini sulla distribuzione delle velocita
e degli sforzi di scorrimento anche in altre condizioni del moto ....”.

Sostanzialmente si afferma che la distribuzione delle tensioni tangenziali al contorno sia tale da
realizzare,a parita di valor medio, quella distribuzione di velocita nella sezione che da luogo alla

portata massima.

In formule, se U=u(u.,...) rappresenta la relazione fra la velocita locale e la velocita di attrito

(u, = ((TO /p)%) sul contorno, dev’essere

Q=fnu(u“ ....)dQ=massimo

compatibilmente con la seguente condizione sul contorno C:

fc{uf-ﬁf} dc=0,

Sulla base di questo principio variazionale, Ghetti ha dimostrato 1’impossibilita, per assurdo, che la

relazione U= u(u*,...) in una sezione qualunque sia la stessa valida per la sezione circolare. In
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mancanza di altre relazioni non ha perd ulteriormente sviluppato il procedimento. A questo
proposito il Ghetti si limita a concludere che “nella ricerca dell’espressione di u=u(u.,...) sembra
logico non allontanarsi dai fondamenti delle teorie che hanno dato buona prova nel caso della
sezione circolare”.

Ed € con questi criteri informatori che ci si accinge ad affrontare la terza parte di questo lavoro

dedicata al moto turbolento.
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3 TURBOLENZA

Iniziamo col chiederci “Cos’¢ la turbolenza?” Nel Twenty-Fifth Wilbur Wright Memorial Lecture
intitolata “Turbolenza”, Von Karman (1937) defini la turbolenza come segue:

“La turbolenza & un moto irregolare che in genere fa la sua

comparsa nel fluidi, gas o liquidi, quando s muovono vicino a

superfici solide o anche quando sono contigui a correnti dello

stesso fluido che scorrono vicino o sopra |’ altro.”
Questa definizione ¢ accettabile fino ad un certo punto; essa, infatti, non dice abbastanza. Molti
flussi irregolari non possono essere considerati turbolenti. Per essere turbolenti, essi devono avere
certe proprieta, a livello statistico, di stazionarieta, analoghe a quelle dei fluidi quando considerati
su scala molecolare. Hinze (1959) riconobbe la deficienza della definizione di Von Karman e
propose la seguente:

“1I moto turbolento e una condizione irregolare di flusso in cui

le varie quantita mostrano una variazione casuale (random)

nello spazio e nel tempo, sicché possono essere definite

statisticamente delle quantita medie.”
Bradshaw sottolined che, in aggiunta la turbolenza ha un vasto range di lunghezze d’onda. Le tre
affermazioni, prese insieme, definiscono adeguatamente la turbolenza.
I primi studi sui flussi turbolenti furono condotti da Hagen (1839). Egli, studiando flussi di acqua in
condotti circolari, osservo due diversi tipi di moto, che sono ora noti come laminare e turbolento.
Quindici anni piu tardi, nel 1854, Hagen pubblico un secondo lavoro in cui mostrava che la velocita
influenzavano i due regimi di moto. Nel suo lavoro egli osservo che la velocitd media in un
condotto ¢ funzione del diametro e della temperatura dell’acqua. (Naturalmente la temperatura

determina il valore di viscosita.) I suoi risultati sono riportati in fig. 16 per diversi diametri di tubi.
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Fig. 16 .Relagione tra la velocitd media (in Rhineland

inches per second) e la temperatura (in gradi Reaumur) per vari

diametri di condotta e carichi h (in Rhineland inches). Dati

di Hagen (1854).

Circa trent’anni piu tardi, Reynolds (1883) introdusse il numero indice che prende il nome da lui,
riuscendo a far collassate i dati di Hagen quasi in una singola curva. Nel 1883, in effetti, Reynolds
descrisse una serie di osservazioni sperimentali, rimaste classiche nello studio del moto dei fluidi.
Un tubo cilindrico e trasparente ¢ attraversato da una portata permanente di acqua limpida. Presso la
sezione iniziale del condotto ¢ immesso, inoltre, un getto di acqua colorata. Si osserva che, per
piccole portate, il getto si mantiene rettilineo e parallelo all’asse del tubo, e che si conserva integro
per lungo tratto prima di essere distrutto dalla diffusione. Questo comportamento evidenzia la
condizione di moto laminare. Un aumento successivo della portata, percentualmente modesto,
conduce ad un nuovo assetto del moto: dopo breve tratto di condotta, il getto colorato si disintegra,
disperdendosi in tutta la massa fluida e conferendo ad essa una colorazione uniforme. In questo
stadio, le componenti trasversali di velocita assumono una intensita ed una frequenza
particolarmente incisive. Il moto ¢ detto moto turbolento. Il termine turbolento non fu subito usato
da Reynolds: 1’aggettivo allora usato era sinuoso. Il termine turbolento fu introdotto da Lord Kelvin

nel 1887.
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Le stesse esperienze di Reynolds, ora ricordate, permettono dunque di fissare un criterio atto ad
individuare le condizioni nelle quali ha luogo 1’uno o I’altro dei due possibili tipi di moto. Nel tubo
cilindrico a sezione circolare, detti v,V,D, nell’ordine, la viscosita cinematica del fluido, la sua

velocita media longitudinale ed il diametro del condotto, il moto si mantiene laminare se

Rngm (Numero di Reynolds)

¢ minore di circa 2500, risulta invece turbolento se Re supera questo valore.

Un criterio analogo vale per 1 moti in ambienti con geometria diversa. Cambia, da caso a caso, la
dimensione lineare che fissa I’ampiezza del dominio attraversato dal fluido, ma il numero puro Re
che ne risulta mantiene la sua efficacia nell’individuare le condizioni di passaggio dal moto
laminare al moto turbolento. Il valore numerico di Re in corrispondenza del quale ha luogo la
transizione dipende pero, oltre che dalla velocita e dalla dimensione lineare adottate per costruirlo,
anche dalla particolare geometria dell’ambiente, ivi compresa I’estensione degli eventuali peli
liberi.

I1 passaggio al moto turbolento avviene per instabilita del moto laminare di partenza. Si ¢ infatti
osservato sperimentalmente che € possibile mantenere laminare il moto anche a numeri di Reynolds
molto maggiori di quello corrispondente alla transizione usuale, purché si eviti che la corrente
venga perturbata da vibrazioni.

Per inquadrare meglio le cause del passaggio sono state condotte anche indagini analitiche, basate
prevalentemente sullo schema che segue. Dato un moto laminare, si sovrappone ad esso un insieme
di piccole oscillazioni di velocita, sinusoidali nello spazio, e sinusoidali smorzate nel tempo. Si
richiede che il moto risultante soddisfi le stesse equazioni valide per il moto di base, ben
determinati valori del tasso di smorzamento nel tempo delle oscillazioni inizialmente impresse. Se il
tasso di smorzamento risulta positivo, la perturbazione si attenua nel tempo, ed il moto base ¢
stabile, se risulta negativo, la perturbazione, una volta innescata, si esalta progressivamente, ed il

moto base ¢ instabile.
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Studi di questo genere hanno mostrato che I’instabilitda pud essere dovuta ai valori assunti dalle
accelerazioni degli elementi fluidi.

Per contro, studi dello stesso genere hanno messo in evidenza che I’instabilita ¢ dovuta a volte
proprio alla viscosita del fluido. Un esempio ¢ fornito dal moto di un fluido fra due cilindri coassiali
in rotazione relativa: I’instabilitd ¢ connessa allora ad un travaso di energia meccanica dal moto
base a quello di perturbazione, operato proprio dalle azioni viscose. L’esempio ¢ rilevante perché
indica che la viscosita non ha solo effetto di smorzamento del moto attraverso la dissipazione

dell’energia meccanica, e quindi che non ha sempre effetto stabilizzante.

3.1 Grandezze cinematiche caratteristiche di un moto turbolento

Nel moto turbolento, i valori locali ed istantanei delle varie grandezze in gioco subiscono
fluttuazioni continue e disordinate. Tuttavia una descrizione dei fenomeni cosi minuta non ¢ utile in
campo tecnico: di norma ¢ sufficiente considerare solo le medie temporali dei valori locali ed
istantanei, e prescindere dalle oscillazioni sovrapposte.

Allora si potra definire una velocita di trasporto rigorosamente uguale a :
$al
Upeg=u=1im(1/n) ¥ u, (34)
e :1

2

Le componenti turbolente du velocitd saranno istantaneamente uguali a u’, v’, ¢ w’ (o,
rispettivamente, vy’, vy, v,’), 1 cui valor medi sono esattamente uguali a zero. Gli scarti quadratici

medi di queste grandezze sono chiamati intensita di turbolenza. Esse sono spesso espresse in

termini relativi attraverso le seguenti quantita:

S e 0T R (U P

u u L
e prendono il nome di indici di turbolenza.
Un flusso turbolento stazionario unidirezionale € caratterizzato da una velocita media costante u

(con v =w = 0) e valori costanti di (u"*)m, (v*)m, (W) Per quanto possa essere complesso
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conoscere le componenti istantanee di velocita, si possono definire delle grandezze medie, tra 1’altro

di maggiore interesse da un punto di vista pratico. Si ricorda, tra queste, il livello di turbolenza o

1 | (uP)*+ (VPR) v (W), (35)
u 3

.u=

La turbolenza, inoltre, ¢ definita isotropia quando di (0= (V))m= (W)

La quantita ¢ ¢ in relazione con I’energia cinetica della turbolenza. Si consideri, a tal riguardo, un

flusso caratterizzato da velocita media di trasporto u#0 e v=w=0. Il vettore velocita istantanea puo

essere cosi rappresentato:
V= (u+u’) T+v/7+wk.

Sicché I’energia cinetica istantanea per unita di massa ¢:
—% [(T+u’) 2+v2+wh] ,
e I’energia cinetica media per unita di massa ¢:
2w

Per ottenere I’energia cinetica della turbolenza, si dovra sottrarre 1’energia cinetica media

dall’energia cinetica istantanea, ottenendo:

%—{2u"ﬁ+u"‘+v‘"+nﬂ“} .

Si definisce, pertanto, energia cinetica media della turbolenza la media della quantita sovrastante,

ossia:

B=2 [(u) # (V2) + (¥2) ]

Per I’equazione (35) si potra anche scrivere:
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Fig. 17. PFunsione densiti di probabiliti di u'. Da Batchelor (1953).

Si consideri una distribuzione di componenti turbolente di velocitd. Ci si chiede se esse sono
all’incarica le stesse o se presentano un range di variabilita particolarmente ampio. Molti studi al
riguardo hanno messo in evidenza una considerevole variazione delle componenti turbolente di
velocita. Inoltre, secondo Batchelor [2] la distribuzione di velocitd ¢ molto vicina a quella
gaussiana, mostrato in fig. (17).

In effetti altri studi [47] hanno messo in evidenza che ¢ sempre rispettata la distribuzione gaussiana
in forma normale. In funzione dell’anisotropia o isotropia si possono avere valori di kurtosis e

skewness non normali. La distribuzione gaussiana normale si ha per turbolenza isotropa.

3.2 Moto medio

Le operazioni di media eseguite nel paragrafo precedente sulle velocita, vanno eseguite su tutte le

altre grandezze locali ed istantanee di natura meccanica o termodinamica. Tra 1’altro, le quantita
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medie possono essere ricavate facendo riferimento, anziché ad un intervallo infinito di tempo, ad un
intervallo finito di tempo, ad un intervallo finito di durata T. Il valore di T pud variare in
dipendenza del tipo di moto in esame.

In pratica, dato un processo casuale a energia finita, si tratta di valutare per quanto tempo si deve
registrare un fenomeno per non perderne i contenuti. A questo scopo, fissando 1’attenzione sulla
componente della velocita lungo I’asse del condotto, si puo effettuare un’acquisizione di dati per un
tempo abbastanza lungo. Successivamente si calcola la media e lo scarto quadratico medio di un
intervallo di tempo t;. Si ripetono i calcoli prendendo in considerazione intervalli di tempo sempre
maggiori di t;, andando a diagrammare i nuovi risultati. Se il fenomeno ¢ casuale, si nota che i
valori della media e dello scarto quadratico medio, all’aumentare dell’intervallo di tempo, tendono
ad un valore costante. Al tempo T in cui cio accade, si puo ritenere che siano state prese tutte le
informazioni sul fenomeno in studio. Questo tempo T puo essere definito, sia pur impropriamente,

come il periodo di turbolenza del fenomeno.

3.3 Equazioni meccaniche del moto medio

Alla luce di quanto letto nel precedente paragrafo, lo studio di un moto medio necessita di equazioni
indefinite in cui siano presenti valori medi delle grandezze in gioco. In particolare si analizza la

prima equazione indefinita del moto medio:

In base alla definizione dei valori medi temporali, il termine a sinistra della precedente equazione

diviene:

E+T

%, [ (pF-div(T)) dt=p,F,-div(T,) .
t
Se, al secondo membro, si aggiunge al termine pDV/Dt, la quantita:
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i;[ﬁP_ +div(p¥) ]
dt
ovviamente nulla per la continuita, si ottiene:

......=p +p9-grad[v] +'?-E +rdiv(p¥) =

=0 a"’x a ( PV.{} 3 (pVyVy)

i

Esprimendo le velocita mediante le loro componenti medie e turbolente, ed eseguendo la media
temporale dei vari termini, si puo ricavare:

ti-T

(pvivl), (pPVivi)a (PVAVE) 4
(T 2= L(pVivi) m (0V)V))a (PVIVE) 4l
(pvivl) , (pVivi)a (PVEVE) 4

la prima equazione indefinita del moto medio si puo scrivere nella forma:

Puba-div((T) 5) ~div{(Te)s) =Papy - (36)

nota come equazione di Raynolds.
La (36) evidenzia che per il moto medio sussiste un’equazione formalmente analoga a quella gia
trovata per il moto effettivo, purché si aggiunga alla media temporale del tensore T, cio¢ (T), il

tensore degli sforzi di Reynolds, (Tr)m.
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Si osserva che il tensore di Reynolds ¢ simmetrico, pertanto la sua aggiunta al tensore (T)m
simmetrico, produce un tensore ancora simmetrico. Pertanto, il tensore degli sforzi complessivi

soddisfa la seconda equazione indefinita per il moto medio:

[(T) o (T) o) ax= [ (D) o+ (T) ) s

3.4 Concetto di strato limite e condizioni di ingresso in condotta

L’aderenza di un fluido ad una parete solida causa una distorsione del campo di moto, inizialmente
supposto irrotazionale (cio¢ caratterizzato da un campo di moto vV con W = rot (V) = 0. Questa
distorsione ¢ inizialmente concentrata alla parete e porta a valori non piu nulli della vorticita w =
rot(V). Una volta generata presso la parete, la vorticita si diffonde successivamente nella massa
fluida, nell’ambito di uno strato definito strato limite. Potra cosi avvenire rotazionale o che la
vorticita rimanga confinata presso la parete. Una situazione di questo tipo si realizza al momento
dell’ingresso del fluido in condotta, dove ha inizio lo sviluppo dello strato limite cosiddetto
laminare. Questo, nel caso di moto laminare nella tubazione, si sviluppa interessando I’intera

condotta e conservando sempre le sue caratteristiche di strato limite laminare.

Potential core Boundary layer Fully developed flow

4B

Flow in the entry region of a pipe for laminar flow.

Laminar boundary layer .\ Potential core Turbula:;.u muﬂi ;:.;-e;w
-- : i -"3*1.‘-".“5:' : s TR .‘? ’ ;'.'L- F+:
—_— 2 g = -
- S~ Transition ¥
Z: |

Flow in the entry region of a pipe for turbulent flow.

Fig. 18. Condizioni di ingresso in condotta.
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La situazione ¢ ben rappresentata dalla fig. 18. Si analizza, dapprima, il caso di flusso laminare
completamente sviluppato. Dalla fig. 18 si nota che inizialmente il flusso ha un comportamento a
potenziale. Andando oltre, questa ragione di profilo a velocita costante, talvolta denominata core
(cio¢ anima, nucleo), si contrae a causa degli effetti viscosi che si estendono sempre piu in
profondita nel flusso. Infine, si realizza un flusso laminare completamente sviluppato, per il quale
sono valide le formule riportate nei paragrafi precedenti, diverse in funzione della sezione
trasversale del condotto. Boussinesq f il primo a realizzare un’indagine teorica in questa regione del
flusso. Usando il concetto di sviluppo dello strato limite, egli constato che la lunghezza della zona
di transizione (dall’ingresso al flusso completamente sviluppato), zr, puo essere determinata con la

relazione:
2,=0.03ReD,

che, come ¢ stato successivamente costatato, ¢ in buon accordo con i dati sperimentali.

Se, invece, le condizioni di completo sviluppo di un flusso in condotta presuppongono 1’instaurarsi
di un moto turbolento, all’ingresso in condotta si avra uno sviluppo di uno strato limite laminare,
che lascera successivamente il posto ad uno strato limite turbolento. Quest’ultimo tuttavia non si
sviluppa fino in prossimita della parete, dove invece permane un substrato di spessore estremamente
ridotto, entro il quale il moto ¢ ancora dominato dalle tensioni viscose. Non c’¢ una relazione di
carattere generale, tipo quella di Boussinesq per moto laminare, per determinare la lunghezza della
zona di transizione nel caso turbolento.

Infatti, in quest’ultimo caso, il fenomeno dipende dalle condizioni cinematiche locali. Tra I’altro,
risono parecchi modi per definire il punto di inizio di un flusso completamente sviluppato. Per
esempio, si potrebbe definire un flusso completamente sviluppato sulla base delle perdite di carico,
della distribuzione di velocita o delle grandezze turbolente. Le lunghezze della zona di transizione,
definite in funzione di ciascuna delle precedenti grandezze, sono sostanzialmente differenti. Il
gradiente di pressione richiede, generalmente, per un completo sviluppo, una lunghezza di

transizione da 3 a 4 volte il diametro. La velocita media richiede da 30 a 60 volte il diametro, prima
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di divenire completamente sviluppata. E le grandezze turbolente richiedono una lunghezza molto
piu grande. In pratica, il criterio per stabilire il punto di inizio di un flusso completamente
sviluppato potrebbe essere il grado di variazione di tutte le grandezze medie: partendo dal punto di
imbocco del fluido in condotto, si perverra ad un punto oltre il quale il grado di variazione si
annullera. Comunque il criterio proposto piu frequentemente in letteratura ¢ quello di definire il
punto oltre il quale non cambiano i profili di velocita media.

La regione di transizione non ¢ quella di un flusso parallelo in senso stretto, poiché le linee di
corrente avranno una curvatura lungo l’interfaccia tra il core e lo strato limite. Quindi non si
possono, in maniera rigorosa, applicare i risultati che discendono dalla limitazione di flusso
parallelo. Comunque, nella maggior parte dei problemi, la regione di transizione ha una lunghezza
limitata se confrontata con quella del condotto in cui ¢ presente un flusso completamente
sviluppato. Spesso, pertanto, le varie grandezze sono calcolate facendo I’ipotesi che I’intero
condotto sia interessato da un flusso laminare o turbolento completamente sviluppato. Per ulteriori

informazioni si puo far riferimento al testoni Hughes-Bringhton [18].

3.5 Caso di condotto a sezione circolare

Si faccia riferimento alla fig. (19), che mostra la sezione di un condotto circolare, in cui scorre un

fluido in condizioni di moto uniforme turbolento completamente sviluppato.
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Fig. 19. Sezioni trasversale e longitudinale di un condotto.

Si vuole determinare il diagramma di velocita. La proiezione dell’equazione (36) sull’asse x

diviene, a conti fatti:

m) =0

3(pvivi) m, A(PVYV) o, B(PVAVR)
oz ox

d -
"a—x(ch*P) V2 (V) p=( dy

Passando dalle coordinate cartesiane alle coordinate cilindriche, si ottiene:

1 g (rdlv)a) 1 d _
ya+p [ — )1 -2 — (2 (pvzvi) a) =0,
ossia:
d(r d{”"}-ld(r(pv’vf” N CLP (37)
dr * m
Integrando la (37) si ottiene:
d(Vlw_1 - CF o (38)
IT EI(PV{'V:A. s 2 +C, .

Per la condizione di massimo di velocita in corrispondenza dell’asse del condotto, d(Vy)m/dr=0,
risulta C;=0.

Pertanto, la (38) diviene:
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=1 r-XJ
d(vy) == (pVivh) idr Yo rdr. (39)

Integrando la (39) tra D/2 ed r, essendo D il diametro del condotto ed r la generica posizione

radiale, si ottiene:
D2 V’ ’
YT (D2 oy f PVeVida (40)
(v =1 (E-r?) ! dr

In confronto, dell’equazione (40) con la corrispondente equazione per il moto laminare, mette in
evidenza che nel moto turbolento si hanno ovunque velocita minori di quelle che, a parita di cadente
J e proprieta fisiche del fluido, si verificherebbero nello stesso condotto in caso di moto laminare.

Per quanto attiene lo stato tensionale, si ottiene:

trx=?§J=—p%ﬁ+ {pv‘;vi}n

ossia la tensione varia linearmente col raggio, essendo nulla in corrispondenza dell’asse e massima
a contatto con la parete.

L’applicazione dell’equazione di Reynolds, al caso semplice esaminato, mostra la pratica
impossibilita di determinare una legge di velocita come nel caso laminare, e, dunque, la necessita di
far riferimento alle indicazioni sperimentali peraltro ormai abbondanti per il caso di moto in

condotto circolare. Prima, pero, si analizza I’intera problematica della ricerca delle leggi velocita.

3.6 Diagrammi di velocita nel moto turbolento. Possibili vie di studio®.

Si indicano, ora, delle metodologie di studio che possono consentire di risolvere il problema della
definizione dei diagrammi di velocitd, e quindi delle resistenze al moto, nel caso di flusso
turbolento.

1) Teoria del trasporto della quantita di moto. [1] [41] [37]

2 Nel seguito si fara a meno di indicare col pedice m o col soprassegno le principali variabili medie.
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Reynolds e Prandtl, per analogia con la teoria cinetica dei gas, formularono questa teoria. Prandtl
formulo 1’ipotesi del percorso di mescolamento turbolento: essa suppone che singole particelle
fluide piccole, ma conversanti ancora il carattere della continuita, possano descrivere brevi percorsi
in mezzo al fluido circostante senza perdere la propria individualitda ¢ mantenendo immutata la
propria quantita di moto, prima di dissolvere se stesse nel fluido ambiente, giungendo con esso ad
una uguaglianza di velocita e quindi di quantita di moto. Ai risultati di questa teoria si possono fare
due critiche fondamentali: a) 1 gradienti di velocita al centro del tubo avrebbero valori diversi da
zero, contro I’ipotesi che ivi la velocita ¢ massima; b) la lunghezza di mescolamento varia in effetti,
dalle pareti al centro del tubo con legge alquanto piu complessa di quanto presupposto nella teoria.

2) Teoria del trasporto della vorticita. [46]

Questa teoria, proposta dal Taylor parallelamente a quella del Prandtl, ha dei meriti che sono stati
autorevolmente riconosciuti dal Von Karman. Essa, perd, non sembra dia luogo ad una maggiore
delle risultanze teoriche con quelle sperimentali, realizzando una maggiore complicazione formale.
Anche in questa teoria compare la lunghezza di mescolamento 1, definita, pero, come il percorso nel
quale le particelle conservano costante la vorticita (invece della quantita di moto), dove per vorticita

di un campo di moto V si intende W = rot (V).

3) Teoria statistica della turbolenza. [53]

Un approccio statistico al problema pare che, sinora, abbia consentito lo studio del movimento a
sforzo tangenziale costante attraverso il fluido, come nel caso di deflusso tra due pareti in

movimento relativo.

4) Nuove teorie. [24]
In questo gruppo si pud annoverare la cosiddetta teoria del mesolayer di cui ci si occupera nel
seguito. Alla luce di cosi tanti indirizzi di studio, che potrebbero far apparire ancora incerto e

confuso il discorso sui diagrammi di velocita, appare senz’altro propizio il commento di E. Marchi
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(29), che dichiara: “Vi ¢ la tendenza attualmente da parte di diversi AA. di considerare ormai
superate le teorie della lunghezza di mescolamento. Non ci sentiamo di accettare, in linea generale,

\

tale giudizio negativo. Se ¢ vero, infatti, che queste teorie non sono di aiuto per approfondire

I’indagine sul fenomeno della turbolenza di parete, non si pud certo dire che esse abbiano perso

importanza nei confronti della interpretazione delle leggi di distribuzione delle velocitd medie locali

e delle leggi di resistenza (cio¢ di quelle ricerche per le quali erano state effettivamente proposte).

Cid non esclude che il significato fisico di una “lunghezza di mescolamento”, definita in sostanza
dall’analisi dimensionale, sia per lo meno discutibile. Ma poi pensiamo che oggi si possa astrarre

dal significato della lunghezza di mescolamento e considerare piuttosto le teorie di Prandtl e Von

Karman come schemi fondati sulle osservazioni sperimentali, che, senza entrare nel meccanismo

delle fluttuazioni di velocita legate alla turbolenza, ne interpretano gli effetti sulla distribuzione

delle componenti medie di trasporto e la loro relazione con gli sforzi di scorrimento al contorno

(...

3.7 Viscosita turbolenta e lunghezza di mescolamento

Boussinesq [6] fu il primo ad affrontare il problema di trovare un modello per le tensioni tangenziali
turbolente con I’introduzione del concetto di viscosita turbolenta. Egli fece I’assunzione che gli
sforzi tangenziali turbolenti agiscano come gli sforzi viscosi, il che implica che gli sforzi turbolenti
siano proporzionali al gradiente di velocita. Il coefficiente di proporzionalita fu chiamato viscosita

turbolenta e fu definito come segue:
_p{ufﬂ =p%@ . {41}
Nella precedente espressione, €, come la viscosita cinematica v, si assume essere il prodotto di

una lunghezza per una velocita, ciog¢:

€, lunghezza x velocita.
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Resterebbe da definire, a questo punto, quale lunghezza e quale velocita devono essere prese in

considerazione. Secondo la teoria cinetica dei gas (Kennard [20]), la viscosita cinetica v ¢ data da:

v=0.499CA.

dove C ¢ la velocita media molecolare e A ¢ il percorso medio libero. La precedente equazione
mette in evidenza che nel flusso turbolento porzioni macroscopiche di fluido si muovono come un
unico elemento, con un moto che ¢ prossimo a quello di molecole libere di gas. Questi agglomerati
di fluido (cosiddetti eddies, ossia vortici) perdono la loro individualita dopo un breve tempo, ma se
ne creano continuamente dei nuovi. La distanza effettiva che percorrono in direzione trasversale ¢
chiamata lunghezza di mescolamento 1, e la velocita con cui si muovono relativamente al fluido che
li circonda ¢ dell’ordine della componente ¢ dell’ordine della componente turbolenta della velocita

lungo y. Pertanto € =v’l.

Al fine di ottenere una formula piu generale, Prandtl propose il suo ben noto teorema della

lunghezza di mescolamento, secondo il quale le tensioni turbolente possono essere cosi calcolate:
du
—ptufw};plﬂ‘l-a;,i (42)

L’equazione (42) insieme con 1’equazione (41) consentono di scrivere la seguente relazione tra la

viscosita turbolenta e la lunghezza di mescolamento:
2
E:m'-1 l |

Nelle figg. 20 e 21 si mostrano le assunzioni per la distribuzione della viscosita turbolenta e della

lunghezza di mescolamento per strato limite su piastra piana (Klebanoff [21]). I risultati mostrati in

queste figure indicano che nella regione 0 < % <0.15+0.20 la
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20. Distriuzione della lunghesza di mescolamento adimensionalizsata per strato
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turbolento a gradiente di pressione mullo, Dati di Elebanoff (1954).
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variano linearmente con la distanza y dalla parete. Di fatto, dunque, in questa regione la viscosita

turbolenta e la lunghezza di mescolamento possono essere rispettivamente approssimate come:

e =ku.y,

.I--‘k,}’l

dove k ¢ una costante empirica, nota come costante di Von Karman, sperimentalmente posta uguale

a0.40+-0.41.
Per valori di % > 0.20, la viscosita turbolenta inizia a decrescere lentamente, mentre la lunghezza

di mescolamento rimane approssimativamente costante.

3.8 Concetto e calcolo di scala di turbolenza

Si faccia riferimento alla fig. 22, che mostra i valori istantanei di velocita in un punto di uno strato

limite turbolento. Si supponga di considerare i valori di

(RO RYNNB TR VR SRV

Fig. 22. Valori di velocitd in funzione del tespo.

velocita negli istanti 1,2,3, ....., n in figura e 1 valori di velocita relativi agli stessi istanti

decrementati di 7. Si calcoli poi la seguente quantita:

(u!(£) u’[t-t}}'ﬂi-mlng ul (&) ul(t-t) . (43)
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L’equazione (43) rappresenta una funzione di autocorrelazione. In problemi del tipo che si stanno

considerando, la quantita definita dall’equazione (43) converge ad un’unica funzione di T
indipendente da t per ogni particolare flusso turbolento stazionario. Se 7=0, la funzione diviene

(w®uw®)m o (W) Questa quantita pud essere convenientemente introdotta a scopo di

normalizzazione in modo da formare il coefficiente di correlazione temporale Euleriano:

(u/(E) u'(t-2) ),
(u/(E)u’(E)),

Rg(v)=

Un tipico andamento della funzione R, ¢ mostrato in fig. (23). La curvatura al vertice ¢ determinata

dai vortici

— g

\“‘""--.._____..--‘", —-'r\“‘--..\___._.-r"""f-

Fig. 23. Tipico andamento di una fumzione di correlasione,

(eddies) piu piccoli. Pertanto, facendo riferimento alla fig. (24), I’intercetta con 1’asse delle ascisse
della parabola osculatrice nel vertice fornisce una misura dei piu piccoli eddies; questa intercetta ¢

indicata come A, ed € numericamente uguale a:

1__1 .dg,
A2 2 dy?°

La lunghezza A, ¢ nota come microscala della turbolenza.
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Fig. 24. Deterninasione della picroscala di turbolenza.

Essendo, poi, la curva normalizzata, ed essendo, dunque, g=1 per y=0, una seconda grandezza

interessante ¢ I’area al di sotto di meta della curva, area che si indichera con A,:

A,=£g{y}dy-

Quest’area rappresenta una misura approssimata delle dimensioni dei piu grandi eddies. Per ovvie

ragioni, essa ¢ chiamata scala integrale.

3.9 Spessore dello spostamento e spessore della quantita di moto
Due importanti parametri, per i problemi di cui ci si occupa, sono lo spessore di spostamento &
(displacement thickness) e lo spessore della quantita di moto 6 (momentum thickness). Poiché nel

seguito si fara uso di

Fig. 25. Schema di analisi per strato limite lungo un solido di rivoluzione,
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queste grandezze, appare opportuno darne ora una breve definizione.

Si faccia riferimento alla fig. (25), che illustra uno strato limite intorno ad un corpo solido di
rivoluzione.

Si indichi con u. il valore della velocita al bordo esterno dello strato limite (cioé della corrente
irrotazionale). Si introduce il concetto di spessore di spostamento, &', definito dalla seguente

posizione:
P | 1 _ (44)
) —uﬂ‘!:{u, u) dy.

11 prodotto della distanza 8" per u. risulta pari al difetto di portata che esiste tra y=0 ¢ y=o0 a causa
dell’esistenza dello strato limite.

Analogamente, la grandezza 0, calcolabile come viene indicato di seguito:
=1 - (45)
= _z o—u) udy,
Us"o

definisce lo spessore della quantita di moto.

I1 prodotto pOp. rappresenta il difetto di quantita di moto della massa fluida, all’ascissa x, a causa
dell’esistenza dello strato limite.

Per ulteriori informazioni si puo far riferimento al testo di M. Viti [52], o, per una trattazione piu

dettagliata, a Cebeci-Smith [7].

3.10 Strati limiti in equilibrio
Alla luce delle precedenti constatazioni si pud dare una esatta definizione di strati limiti in
equilibrio. Gli strati limiti in equilibrio costituiscono una classe di strati limiti in cui la distribuzione

di velocita ¢ caratterizzata da un valore costante del parametro:

p=2"dp (46)
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che rappresenta il rapporto tra le forze di pressione taglianti in una sezione dello strato limite.
Questi flussi sono chiamati di equilibrio o autoconservanti (self-preserving).

Un flusso a gradiente di pressione nullo ¢ un caso particolare di uno strato limite in equilibrio, in cui
la (46) ¢ costantemente nulla.

Nel seguito si fara sostanzialmente riferimento a strati limiti in equilibrio.

3.11 Natura composta dello strato limite turbolento.

Secondo dati sperimentali uno strato limite turbolento puo essere visto approssimativamente come
uno strato composito costituito da una inner region ed una outer region. La ragione di identificare
due regioni in uno strato limite turbolento, secondo Cebeci-Smith [7], ¢ legata all’impossibilita di
ottenere dei profili di velocita in funzione di uno stesso parametro dimensionale. Questa non ¢

I’unica motivazione posta in essere dai due Autori. Infatti, facendo riferimento ad un’esperienza
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Fig. 26. Risposta di uno strato limite turbolento ai disturbi di parete. 8i riporta la
distribugione delle velociti medie. Dati di Klebanoff e Diehl (1952).
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Fig. 27. Variazione della distribusione delle tensioni tangenziali in un canale
rettangolare per passaggio da superficie scabra a superficie liscia, Dati di Jacobs (193%).

di Klebanoff e Diehl [22] (s1 veda la fig. (26)), se si pone un ostacolo in uno strato limite turbolento

di un fluido su piastra piana, 1 profili di velocita risentiranno ovviamente dell’ostacolo stesso.
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Fig. 28. Variasione della distribusione delle tensioni tangenziali in un canale
rettangolare per passaggio da superficie liscia a superficie scabra, Dati di Jacobs (1939).

L’analisi della fig. 26 mostra che la inner part dello strato turbolento ritorna alle condizioni
“normali” piu velocemente della outer part, il che mostra che il flusso vicino alla parete ¢ alquanto
insensibile alle condizioni lantane della parete. Le esperienze di Jacobs [19], illustrate nelle figg.
(27) e (28), mettono ulteriormente in evidenza questa situazione. In queste figure si mostra un
flusso turbolento, in un canale rettangolare, che passa da superficie scabra a superficie liscia e
viceversa. E’ possibile notare che in entrambi i casi le tensioni tangenziali vicino alla parete
assumono il nuovo valore, corrispondente alle condizioni locali di superficie, mentre, in punti
lontani della parete, le tensioni tangenziali si modificano piu lontanamente.

Secondo gli Autori citati, da questi esperimenti si puo trarre una conclusione generale: ¢
fondamentalmente impossibile descrivere un flusso nell’intero strato limite turbolento in termini di
un singolo set di parametri. Ossia ¢ necessario trattare uno strato limite turbolento come uno strato
composito costituito da una inner region € una outer region.

La inner region di uno strato limite turbolento ha uno spessore molto piu piccolo dell’outer region:

questo spessore si aggira intorno al 10+20% del totale. Generalmente si assume che la distribuzione

di velocita media in questa regione sia completamente determinata dalla tensione di parete T, dalla
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densita p, dalla viscosita dinamica p e dalla distanza dalla parete y, attraverso un’espressione di

questo tipo nota come legge di parete:

u*:_l:]l.=¢1 (Jr"'] {4?}

dove u- ¢ la velocita di attrito gia definita, mentre y* =(yu.)/v € un numero di Reynolds e, in

quanto tale, una quantita adimensionale.
A sua volta, la inner region puo essere suddivisa in tre substrati come rappresentato in fig. (29): 1)

substrato viscoso, 2) regione di transizione (buffer layer), 3) regione di completa turbolenza
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Fig. 29. Diagramei lineare e semilogaritmico della distribugione di velocita media in
uno gtato limite turbolemto a gradiente di pressiome nullo.

Il substrato viscoso non mantiene in effetti uno spessore uniforme né nel tempo né lungo la

direzione x del moto, ma ¢ possibile individuare uno spessore medio ys che soddisfa la condizione
(Y.)" = yu./v =11.5. Nel substrato viscoso le tensioni sono principalmente di natura viscosa.

Per y>y; I’effetto della viscosita sul flusso decresce con 1’aumentare della distanza dalla parete, per

raggiungere, infine, una regione dove le tensioni sono principalmente di natura turbolenta.
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La regione intermedia, dove la tensione totale ¢ parte viscosa e parte turbolenta, ¢ chiamata regione
di transizione. Se si indica la distanza media della parete aldila della quale il flusso ¢
completamente turbolento con yy, il campo della regione di transizione ¢ delimitato da y,<y<y;.

In generale gli spessori del substrato viscoso e della regione di transizione sono piccoli in confronto
con lo spessore della regione completamente turbolenta, come mostrato in fig. (29).

L’outer region di uno strato limite turbolento rappresenta 1’80+90% dello spessore & dell’intero
strato limite. Dapprima Darcy, come citato da Durand [15], e molto piu tardi Von Karman [54]

proposero, per la descrizione delle velocita medie nell’outer region, un’espressione nota come legge

del difetto di velocita:

U-u_
£(%),

-

in cui ovviamente per y che approssima 0, la funzione f(y/d) tende a zero. E’ importante accennare
che, per strati limiti su piastre piane, la funzione f ¢ numericamente diversa da quella per flussi in
condotti, a causa principalmente del pelo libero. Essa ¢ anche fortemente influenzata dal gradiente
di pressione lungo I’asse x di moto del fluido, per cui salvo che per particolari gradienti di pressione

lungo x (si ricorda il caso di gradiente di pressione lungo x uguale a zero), f dipende da x stesso.

3.12 Distribuzioni di velocita medie in fluidi incomprimibili su superfici lisce.
Si presentano le leggi di distribuzione di velocita che fanno riferimento a quanto descritto nel

paragrafo 3.11 sulla natura composita dello strato limite turbolento.

3.12.1 Substrato viscoso

11 substrato viscoso si estende approssimativamente fino a valori di y =11.5 (si veda nella fig. (29)).
La distribuzione della velocita media puo essere ottenuta osservando che in una zona cosi vicina

alla parete si pud considerare costante ’andamento delle tensioni totali, date dalla somma delle
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tensioni viscose e di quelle turbolente. Queste ultime, poi, sono rigorosamente uguali a zero in

corrispondenza della parete (y=0). In sostanza si puo ritenere valida la seguente relazione:

v%;—(ufﬂﬂnh%wi. (48)

D’altronde, 1’equazione (48) per il caso di substrato viscoso puod essere ulteriormente semplificata

nella seguente:

du_ 2 49
vdy_ U, - (49)

poiché (u’v’),=0 per y=0, ma tende a O in tutto il substrato limite viscoso.

Integrando 1’equazione (49), si ottiene:

u _Yu. (50)
u, v

che, introducendo i termini adimensionali u" =u/u. e Yy' =yu./v, viene sinteticamente

rappresentata come:

— (51)

La relazione (51), valida per y'<11.5 (fig. (29)), mette in evidenza un andamento lineare delle

velocita in tutto il substrato limite viscoso.

3.12.2 Zona completamente turbolenta della inner region

Nella zona della inner region in cui la turbolenza ha un effetto preponderante rispetto alla viscosita,
si puo trascurare la tensione viscosa rispetto a quella turbolenta. Secondo gli studi di Schubauer
(43), questa situazione ¢ verificata approssimativamente quando y >30.

Potendo essere ancora considerata valida 1’equazione (48), essa, alla luce delle precedenti

constatazioni, da luogo alla seguente relazione:

%b{u"v’];uf. (52)
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essendo T la tensione turbolenta.

Sostituendo 1’equazione (42) nell’equazione (52) e usando la relazione della viscosita turbolenta

€,,= KU,y si ottiene:
ku,y 842, (53)

L’integrazione dell’equazione (53) porta a:
=1 * (64)
u= p 111_}" +C,

dove ¢ ¢ una costante il cui valore ¢ normalmente compreso tra 4.9 e 5.5.

Esistono altri modi di ottenere la stessa equazione (54), in particolare come propone il Rotta [40],
senza usare il concetto stesso della lunghezza di mescolamento.

Normalmente, I’equazione (54) ¢ definita come equazione logaritmica di parete di Prandtl-Von
Karman, poiché nasce dal gia citato concetto della lunghezza di mescolamento introdotto da Prandtl
e, come si vedra nel seguito, venne integrata dal fisico matematico Von Karman per ottenere una
ben nota legge di resistenza per il moto uniforme turbolento in condotti circolari lisci.

La legge logaritmica (54), se applicata a flussi in condotta, si presta ad alcune obiezioni: in
particolare, per i flussi in condotti, si osservano variazioni degli andamenti sperimentali di velocita
all’asse.

A riguardo di una possibile applicazione delle leggi di velocita, ricavate per strani limiti, ai flussi in
condotta, si osserva che, se ivi scorre un flusso completamente sviluppato, non esiste un ben
definito spessore di strato limite o un flusso a potenziale, cio€¢ non si ripetono tutte le situazioni
proprie di uno strato limite ideale. Ciononostante, le leggi ricavate per strati limiti, e, dunque,
teoricamente e rigorosamente valide per questi, si possono applicare ai flussi in condotta ma con
talune limitazioni. In questi casi, sara 1’esperienza di laboratorio a dare un verdetto definitivo sulla

validita di certe espressioni.
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A conclusione di questo paragrafo, si accenna ad una legge alternativa a quella logaritmica, usata
spesso nel passato: si tratta della legge di potenza. Essa ¢ ricavabile dalle formule di resistenza di

Blasius [5] per tubi lisci. La sua espressione ¢ la seguente:

m
E-C( —"—HJ} e r
u, v

dove C=8.74, m=1/4 per i numeri indici di Reynolds compresi tra 3000 e 70000. Per valori piu alti

del numero indice di Reynolds, il termine m tende a decrementare (42).

3.12.3 Zona di transizione (buffer layer) della inner region

Nella zona di transizione, entrambe le componenti della tensione tangenziale totale, ossia la
tensione viscosa e la tensione turbolenta, sono importanti. Si ricorda che la teoria della lunghezza di
mescolamento del Prandtl e il concetto di viscosita turbolenta di Boussinesq, nella loro forma
originaria, si applicano a flussi in cui ¢ preponderante la tensione turbolenta. Pertanto, ¢
sicuramente piu complesso definire una legge per una zona dove tensioni turbolente e tensioni
viscose sono comparabili. Delle molte proposte, una ha raccolto un certo successo: si tratta
dell’espressione di Van Driest [49]. Egli assume la seguente legge modificata della lunghezza di

mescolamento di Prandl:

I=ky[1-exp (- )1, (55)

dove A ¢ una costante di smorzamento della lunghezza di mescolamento definita
come26v/ (70,0)71/ ? . Nell’equazione (55), A ¢ riferita allo strato limite turbolento di fluido

incomparabile, con gradiente di pressione trascurabile e trasferimento di massa nullo.
Utilizzando il teorema della lunghezza di mescolamento di Prandtl nella forma espressa

dall’equazione (42) insieme con I’equazione (55), si ottiene:

A

¥
*_ 2 fﬁr*; {56}
: {b*r [BP+aa(y™) 17/
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avendo fatto le seguenti posizioni:
+
a(y") ={Ry*}2[1-*em(-%} 12,A%=26, b=1.

In effetti, I’equazione (56) definisce una distribuzione continua di velocita nella inner region dello
strato limite turbolento e si pud applicare al substrato viscoso e alla zona prevalentemente
turbolenta della inner region, oltre che, ovviamente nella zona di transizione della inner region, per
la quale ¢ stata ricavata. Infatti, se si pone a=0, I’equazione (56) si riduce alla (51) propria del
substrato viscoso; mentre, se si pone b=0 a a=(ky")?, I’equazione (56) si riduce alla (54) con c=

5.24. Nella fig. (30) si nota come la distribuzione di velocita, calcolata tramite la (56), si

I v} 100 . 1000 10,000 100,000

Fig. 30. Distribuzione di velociti medie nella inmer region calcolata tramite
I'equazione (56).

accorda bene con i dati sperimentali di Laufer (1954) (o), Klebanoff (1954) (o) e Wieghardt (1944)

(A).
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3.12.4 OQuter region
Nell’outer region le tensioni tangenziali viscose sono abbastanza piccole rispetto a quelle
turbolente, e possono, dunque, essere trascurate.

La considerazione precedente insieme con l’assunzione di considerare, nella outer region, una

viscosita turbolenta indipendente da y (si indichi questa con &), consente di scrivere, a conti fatti,

la seguente equazione del momento della quantita di moto:

du_ 2 du
HF.-I.V ay'[ 0= )= ayz

Si constata che la precedente equazione ¢ identica all’equazione dello strato limite laminare ((28))
se si sostituisce alla viscosita cinematica turbolenta €, la viscosita cinematica molecolare v.
Il fatto che I’equazione della quantita di moto per I’outer region di uno strato turbolento sia simile a

quella dello strato limite laminare, consente di ottenere preziose informazioni sulla distribuzione di

velocita

1or

08 'gg = F(0)
Fl= b 0.4

(]

06 02

Fl0) Llwl-Fle) F0)

o4 0 .7T30 0332
02 1218 0314
04 0836 0266
06 0525 0.198
08 0241 0.07

o I 2 3 4 5 & 7
£

Fig. 31.Diagramma di velocitd u,-‘u

funzione di [,

=]
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Fig. 32. Diagramma dei dati di fig., 3l in nuove coordinate,
medie nello strato turbolento dal noto comportamento dello strato laminare. In fig. (31) si riportano
i diagrammi di velocita u/u. in funzione di ¢, in cui ¢ = y(u,/ (g, k))" *.
Cosi rappresentati, i diagrammi di velocitd non collassato in una curva avente carattere di
universalita. Il problema pud essere risolto scegliendo, per la rappresentazione delle curve, le
variabili che seguono:
u,~u

u [ (L) (o) 122

_@__ ﬂ (3/2) |
I'y[ u.ﬁ" ( dy}ﬂ]

come mostrato in fig. (32).

Per ulteriori informazioni si faccia riferimento a (7) e (9).

3.13  Espressione del profilo di velocita secondo Coles

Si presenta, ora, un’espressione di profilo di velocita, che pud essere utilizzata sia nella inner che

nella outer region. L’espressione, che fu proposta da Coles [10], ¢ la seguente:
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e oy L A(x) ¥
ut=@, (y*) +=—w(s) . (57)

Essa ¢ applicabile ai flussi con gradiente di pressione uguale o diverso da zero.
Se si esclude il substrato viscoso e la zona di transizione della inner region, la legge di parete ®;(y")

¢ data da:
@, (") -Tj;lnr”c, (58)

cony >50.

Le costanti k e ¢ sono, normalmente, poste uguali a 0.41 e 5.0 rispettivamente. Pud essere
interessante segnalare che Simpson [45] mise in evidenza, sulla scorta dei suoi dati sperimentali,
che 1 parametri k e ¢ nell’equazione (58) non erano costanti e che, definito il numero di Reynolds

dello spessore della quantita di moto come R, =u,@/v per valori di Re<6000, essi variavano

secondo le seguenti leggi empiriche:

- Ry (-1/0)
k u.w{mi .

c=Rg*/* [7.90-0.7371n|R,|] .

Molti altri studi sono stati condotti e vengono ancora condotti per valutare possibili leggi di
variazione della costante k, che perderebbe cosi una caratteristica di universalita. In particolare,

Tennekes [47], per flussi in condotti circolari, propone la seguente legge di variazioni di k:

Laz_gpi2
T 3-5R,"7,

dove R, =u.h/v, essendo h il diametro del condotto. In fig. (33) si riporta 1’andamento di k

secondo Tennekes.
La quantita IT ¢ il cosiddetto parametro di profilo, che, in generale, ¢ funzione x. (inserire fig. 33)
La funzione w(y/d), chiamata funzione di scia (wake function), ¢ di carattere quasi universale,

secondo molte esperienze.

90



u_tﬂ_a_sﬁﬁ'lﬂ 4

10 10° 10* 10° 10°

_...H'.

Fig. 33. Andamento di k secondo Tennekes
per condotti & seziome circolare.

Comunque, ¢ bene sia chiaro che, in generale, essa va adattata empiricamente ai profili di velocita

determinati sperimentalmente, senza implicare alcuna similitudine universale. L’espressione della

funzione di scia, proposta dallo stesso Coles, ¢ la seguente:
=28in? (X2 X
w({) 29in?( 3 ﬂ]'

Per flussi a gradiente di pressione nullo, il parametro di profilo IT ¢ una costante uguale a 0.55,
purché il numero di Reynolds dello spessore della quantita di moto Rg sia maggiore di 5000. Per

valori Rg<5000, la variazione di IT con Ry € mostrata in fig. (34).
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Fig. 34 . Variazione del parametro di profilo di Coles
in fungione di Ry per flussi a gradiente nullo di pressio-
ne.

Analiticamente, per Ry<5000, si puo far riferimento alla seguente legge analitica:
I=0.55[1-exp(-0.24321?-0.2982,) 1,

dove z;=(Ry/425-1).

Negli strati limiti in equilibrio, per ogni valore di gradiente di espressione, I assume un valore
costante a partire da un certo valore di Re. Negli strati limiti non in equilibrio, invece, I1 dipende da
X.

Volendo esprimere le conclusioni di Coles in termini di difetto di velocita si ottiene la seguente

equazione:

92



u,~u
u‘

=-1 1 r
=-lng+p (2 w({n.

sl

16~

12-
Uy~

e 418

L
T

(=]

1
0.01 o o
yi8

Fig. 35. Legge del difetto di velocitd secondo Coles (linea continua). I puati
sperimentali somo dati di Elebanoff {1954),

In fig. (35) si riportano 1 risultati sperimentali di Klebanoff [21] in accordo eccellente con la legge

del difetto di velocita secondo Coles.

3.14 Distribuzioni di velocita medie in flussi turbolenti incomprimibili su superfici scabre.

Nei precedenti paragrafi si sono riportate leggi di velocita medie facendo riferimento a superfici
lisce. Si € constatato che la scabrezza influenza in modo sostanziale solo la inner region di uno
strato limite e dunque si dirigera la discussione a quella regione.

Di fatto, ¢ impossibile avere una superficie assolutamente liscia, pertanto una parete pud essere
liscia solo in senso idraulico, quando 1’altezza (equivalente) delle protuberanze € ¢ molto piu
piccola dello spessore del substrato viscoso. Una stessa parete, pertanto, in diverse condizioni
idrauliche puo comportarsi sia come scabra che come liscia.

Secondo esperienze e analisi teoriche, la legge di parete in caso di scabrezza uniforme puo essere

scritta come segue:
u"'-dlz (y*,Re.} )
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dove Re" & un numero di Reynolds della scabrezza definito nel seguente modo:

Nella parte completamente turbolenta della inner region, la legge di parete per una superficie a
scabrezza uniforme ¢ simile a quella per superficie liscia, eccetto che per la costante aggiuntiva ¢
dell’equazione (54) ora funzione di Re’. In questa regione, la legge di parete puo essere scritta come

segue:

u*s= 1

T(lny%B,_ (Re*), (59)

dove ¢ logico attendersi che k sia lo stesso del caso di superficie liscia. Pertanto, si pud scrivere
I’equazione (59) come:

a1

kiny +c-[= ln{Re"} +Cc-B,] ,

dove c ¢ la costante per superficie liscia e B, =1/ kln(Re*) + B, (Re*) .
Si potra, inoltre, scrivere:
u*=-—j-'-ln,y'+c—ﬁ u*,
k

dove

Au_1,
u, k

Au*= In(Re*) ""‘EJJ

in cui Bs, che ¢ uguale a c-B,, ¢ funzione della geometria della scabrezza e della sua densita.

La relazione fra Au” e R, ¢& stata determinata per vari tipi di scabrezza uniforme per flussi a
gradiente di pressione nullo. I risultati sono mostrati in fig. (36).

La figura mostra che la distribuzione di velocita, e quindi delle resistenze al moto, dipendono in
modo marcato dalla forma della scabrezza e dalla sua distribuzione, per cui ¢ estremamente difficile

definire un coefficiente di scabrezza assoluto “€”, che riesca a
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Fig. 36. Effetto della scabrezza sui profili di velocitd. Dati di Clauser (1356),

tener conto di questi fattori. Queste considerazioni sono estremamente importanti quando si
studiano, ad esempio, i moti in canali fluviali di tipo montano, ove la scabrezza ¢ estremamente
disuniforme.

Si trascura di descrivere le analoghe relazioni per la zona di transizione della inner region, dato che
essa interviene per spessori molto piu piccoli di quelli della zona completamente turbolenta. Il

lettore interessato potra, tuttavia, fare riferimento a Cebeci-Smith [7] per una dettagliata analisi al

riguardo.

In particolare, alla luce di quanto asserito nel

condotle
deabre
{ paraiaimenia)

E 75 2ondolfe
complefamente seabre

U, g
& -~

Fig. 37. Legge di dipendenza del numers puro Ez dal numers puro Rey per le condotte
lisee, scabre e completamente zcabre.
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par. 3.12.2, si riporta in fig. (37) I’andamento di B, in funzione R." per il caso di flussi in condotti
circolari a scabrezza uniforme. Dall’analisi della curva rappresentata in questa figura, si osserva
che, per superfici coperte da scabrezza uniforme, si possono identificare tre distinte regioni di
flusso. Per il caso di sabbia monogranulari i limiti di queste regioni sono:

1) idraulicamente liscio :Re*<5

2) transizione 1 5< Re*<70

3) pienamente scabro  : R >70.
La condizione idraulicamente liscia esiste quando le altezze delle protuberanze sono cosi piccole
che la scabrezza ¢ sommersa nel substrato viscoso. Secondo Nikuradse [31], che fa riferimento

sempre a scabrezze uniformi, questa regione si estende fino a R = 3.5.

3.15 Contributo di E. Marchi alla determinazione delle leggi di distribuzione della velocita

Facendo riferimento alla teoria del trasporto delle quantita di moto, “come a quella che ha trovato
finora le migliori verifiche sperimentali”, Marchi [29] propose una legge di distribuzione della
velocita valida per il moto uniforme turbolento di correnti liquide in condotti chiusi ed aperti,
partendo dalla legge di Prandtl-Von Karman e ottimizzandola alla luce delle obiezioni, gia messe in
evidenza nei precedenti paragrafi.

Considerando, dunque un condotto a sezione retta circolare nel quale si svolge un moto uniforme

turbolento, si ricorda che le tensioni tangenziali variano, dalla parete all’asse, con legge lineare:
t=t,(1-L), (60)
Yo

con ovvio significato dei simboli.

Marchi propose di esprimere la lunghezza di mescolamento con la seguente relazione:

I
= =kLexp(-L). (61)
¥ Yumq: Yo
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La curva che ne deriva, assumendo k=0.38, giustifica la relazione (61), poiché essa segue
fedelmente 1 valori sperimentali di Nikuradse, come mostrato in fig. (38).

E’ interessante osservare che la forma della (61) sembra attribuire alla lunghezza di mescolamento
il carattere di un parametro probabilistico.

Tenuto conto delle (42) e (61), I’equazione (60)

B

Esp. o Mikuradse
Tubi hser ¢ scabri: [ 2 10°

L X -y
Curye e ¥lra
* ¥ ki

o

]

: [ !
[ 0,20 0,40 o 0.80  yiy, 100

Fig. 38. [Lunghezsa di mescolamento. Rilevi sperimentali di Nikuradse.

‘h - Yy= -Yy|dyqy,
P{.'l. J’n] kyrexp ( yu”dy!

e, indicato, come al solito (TO / p)“2 conu,, si ottiene:

Diviene:
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ossia:

U Y, 1, ¥, 1 Yo N Yo 4. (62)
u, u, k y, ky, v
Ponendo
% exp (L) [1-L -1
o(X)=[ 2 e _d(XL)y,
1 A ¥o
Yo
la (62) si scrive:
U _UYn,preg( )+l Y), (63)
* ® Yo k F¥o

con b=2.30/k.
Applicando la relazione per cui il limite del substrato viscoso ¢ 9, tale che du. /v =11.5 (numero di
Nikuradse), ¢ evidente che a distanza o dalla parete devono coincidere i valori di velocita dati dalla

(51) e dalla (62), ossia:

11,11.5v, 14/ _6u,
oy .rc'“y,,’ =

Ricavata, dalla precedente equazione, I’espressione di U,, /U, € sostituita nella (63), si ottiene, dopo

ovvi passaggi, la seguente equazione:

?u*=al+blog (64)

valida per 1 tubi lisci (con a;=5.50, b=5.75, k=0.40), in cui:
% exp (L), [1-L
o (L= Yo N Jog( ¥y,
Yo 4 Y Yo
Yo

Per 1 tubi scabri, invece, vale la seguente equazione:

?-a +b1¢gt£1+ M—-”-’-}. (65)
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con a,=8.50 (per moto assolutamente turbolento), b=5.75 ¢ k=0.40.

Le (64) e (65) mettono in evidenza un sostanziale miglioramento rispetto alle corrispondenti leggi
logaritmiche, visto che impongono la condizione di presenza del massimo di velocita in
corrispondenza di y=y.

I valori della funzione ®(y/y() possono essere calcolati una volta per sempre. Nella tabella (3) della

pagina seguente si riportano alcuni di questi valori, calcolati con procedimenti numerici.

0 Q.000 0.000 0.40 0.455 1.138
0.01 0.0124 0.031 0.50 0,546 1.365
0.02 0.0247 0.0618 0.60 0,620 1.550
0.04 0.0493 0.123 0.70 0.670 1.6756
0.07 0.0858 0.215 0.80 0.689 1.723
0.10 0.122 0.305 0.390 0.661 1.653
0.15 0.182 0.455 0.95 0.618 1.545
0.20 0.241 0.603 1.00 0.541 1.3563
0.30 0.353 0.883

Tab. 3. Valori di & e di #/k.
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3.16  Teoria del mesolayer

Una teoria recente [24] ¢ la cosiddetta teoria del mesolayer (letteralmente teoria della zona
intermedia), che , secondo 1 suoi autori, si porrebbe in netto contrasto con le recensioni classiche sia
in termini di principio che in termini di risultati.

Per fissare le idee di fara riferimento ad un condotto di sezione retta circolare di diametro D in cui
scorre un flusso in condizioni di moto turbolento uniforme.

La teoria classica conduce, sostanzialmente, alle seguenti tre assunzioni di base:

1) la “legge universale di parete” di Prandtl, valida per una zona vicina alla parete, appunto, in
cui, in prima approssimazione, le quantitd medie sono funzioni solo della viscosita
cinematica v, della velocita di attrito u. e della distanza dalla parete y;

2) la “similitudine del numero di Reynolds”, secondo la quale esiste un’altra regione, lontana
dalla parete, in cui, in prima approssimazione, le quantitd medie sono funzioni solo di U.,
=D2ey’;

3) il terzo assunto proprio della teoria classica ¢ che, per alti numeri di Reynolds, le due regioni

si sovrappongono dando luogo alla zona di overlap (regione di sovrapposizione), nella quale

né v né r hanno influenza.
Gli Autori della teoria del mesolayer affermano di rigettare il terzo dei tre assunto e di ritenere
validi 1 primi due. In sostanza si rigetta I’idea di esistenza di una zona di overlap, e si propone
I’esistenza di una zona intermedia (del mesolayer, appunto) che si estenda anche per elevati numeri
di Reynolds. Ad avallo di questa affermazione, gli stessi Autori portano una serie di considerazioni
di carattere fisico e teorico. In particolare, essi affermano che una ragione convincente
dell’esistenza del mesolayer ¢ legata al seguente ragionamento.

Si definiscaR. =ru/v. Si faccia riferimento alla figura (39), in cui sull’asse delle ascisse ¢
riportato R., precedentemente definito, e sull’asse delle ordinate la distanza y* dalla parete, ¢ alla

fig. 40, piu spesso riportata in letteratura, in cui sull’asse delle ascisse € riportator7 =y /R..
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Fig. 39. Disgrasss di y in funzione di R.

Se si indica con (y )m il valore adimensionale di y in corrispondenza del quale si registra il massimo
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Fig. 40. Diagramei di g in funzione di k.
tensione turbolenta (tensione di Reynolds e non la totale, il cui massimo si ha, evidentemente, sulla
parete), ciog (y )m=ymu+/v, le osservazioni sperimentali dimostrano che(y"),. oc R."?. Ora, mentre
la teoria del mesolayer arriva analiticamente a questa constatazione, la teoria classica richiede che

(Y"),,  R., in contrasto coi dati sperimentali. In effetti, come ammettono gli stessi Autori della
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teoria del mesolayer, anche la teoria classica, spinta ad una piu alta approssimazione, alla maniera

del Tennekes (1968), Bush e Fendell (1972), Afzal e Yajnik (1973) e Afzal (1976), consente di
concludere che(y"),, o« R"Y?.

Al di 1a di questo, che parrebbe un discorso legato esclusivamente ad un grado di approssimazione,
gli Autori della teoria del mesolayer mettono in evidenza una impossibilita di natura fisica di
esistenza di una regione di overlap. E’ bene osservare che la regione 4 delle figg. (39) e (40) non ¢

di overlap, in quanto non risulta che per R. — o sia, contemporaneamente, 7 — 0, a differenza

della regione 2.

Da un punto di vista pratico, gli Autori della teoria del mesolayer propongono delle leggi di velocita
che si avvicinano molto alla forma logaritmica, anche se con pendenze diverse. In particolare, per
quanto concerne il moto nei tubi, gli stessi Autori della teoria riconoscono che I’andamento della
velocita ¢ logaritmico in tutta la zona del mesolayer, anche se con pendenze diverse; in prima
approssimazione essi ritengono di poter assumere una legge logaritmica unica su tutta la zona del
mesolayer. Rimangono, peraltro, inalterati i significati e gli andamenti della velocita nella zona

prossima alla parete (substrato viscoso) e nella zona prossima all’asse.

3.17 Diagrammi di intensita di turbolenza e proposta di una legge universale

Da quando precede ¢ evidente che molti sono stati gli studi indirizzati verso la ricerca di leggi di
velocita medie di trasporto per le correnti turbolente in condotti a sezione circolare (si ricorda, in
particolare, Marchi) e per le correnti di strato limite (si ricorda, in particolare, Coles).

Minore attenzione ¢ stata posta alla distribuzione delle componenti turbolente di velocita. Appare,
dunque, di indubbio interesse lo studio condotto al riguardo da G. Pulci Doria e B. Bottillo [38].

Si supponga di adimensionalizzare i valori delle intensita di turbolenza attraverso la velocita di

attrito U. (facendo riferimento al caso di moto uniforme o di strato limite ideale a gradiente di

pressione nullo a parete liscia), e di adimensionalizzare le distanze della parete, rispetto al raggio
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nel caso di condotta e allo spessore nel caso di strato limite. Si riportino, poi, in un diagramma, i
valori adimensionalizzati di intensita di turbolenza in funzione delle distanze adimensionalizzare.

In fig. (41) si presenta il risultato dell’operazione descritta effettuata da G. Pulci Doria e B. Bottillo,
utilizzando, per le correnti, i dati di Laufer (23) e Perry e Abel (33) e, per lo strato limite, quelli di
Klebanoft (21) (in quest’ultimo caso si faccia riferimento alla fig. (42)).

Da un attento esame del grafico di fig. (41), si nota I’esistenza di andamenti sostanzialmente
sovrapponibili fino al valore delle ascisse 0.6. L’andamento non pare essere univoco per la zona

residua fino all’unita.
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Fig. 41.

Pulci Doria spiega questa circostanza nella seguente maniera. Mentre il primo tratto delle
distribuzioni di intensita di turbolenza (fino a 0.6 appunto) ¢ influenzato principalmente dalla
turbolenza generata dagli effetti di parere (e quindi ¢ molto simile, in prima approssimazione, nei
due casi di condotta e di strato limite), il tratto successivo risente, invece, in misura determinante di

quanto accade oltre lo spessore considerato.
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E’ evidente, infatti, che nel caso di moto uniforme al di la dell’asse della condotta ¢ presente una
corrente che ¢, a sua volta, influenzata dall’altra parte della parete; nel caso, invece, di strato limite,
oltre il suo spessore, ¢ presente una corrente a potenziale, priva di turbolenza.ln tali condizioni,
appare normale trovare diversi livelli di turbolenza in prossimita dell’ascissa unitaria, con

conseguenti andamenti divergenti dei diagrammi.
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Fig. 42,

L’attento esame dei dati dei vari Autori precedentemente richiamati, consente di prevedere

3

I’esistenza di una legge di tipo “universale” anche per le intensita di turbolenza. In generale,

secondo Pulci Doria, si potra assumere, ai fini della determinazione di tale legge, una forma

(fondamentalmente analoga a quella di Marchi o di Coles per le velocita di trasporto) del tipo:

[,
q £,(£) +I,£/( ) ,

in cui si potra anche porre per definizione fo(1)=0 e £*(1)=1.
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Questa relazione puo essere particolarizzata nel caso delle condotte, nel caso di strato limite tout
court ¢ nel caso di strato limite che Pulci Doria chiama “puramente ideale”, cio¢ con strato di
ricoprimento perfettamente a potenziale:

2
(L0 Do) i s (X) =5, (X) 41t )

L

[(u)?1,
t@l str.1in. =Forr 1in. (§) =L0 (F) I per 150 £ ()

[(u)?*],
[g]p-i.nfp.i. [%} =fn{%f] "']Iw'i_f"{%) .

Alle equazioni precedenti si possono imporre le seguenti condizioni:  per

0<y/R<0.6 > f'(y/r)=0, perché in tal modo risulta, per il precisato campo di variazione di
yR, foq(Y/ R =Ty . (y/d)=f,(y/d)=0 come deve essere.

Sulla base dell’osservazione per cui, nel caso “puramente ideale” (strato di ricoprimento
perfettamente a potenziale), deve essere, per y/6=1, f,i(y/6)=0, risulta necessariamente I1;p;=0. Dai
dati di fig. (39) e dall’osservazione per cui deve essere f(1)=1, Pulci Doria ricava, per gli altri due
casi: Iljcong=0.95 € Ilisrim=0.21. A questo punto, per ottenere 1’andamento di f’(y/R), I’Autore

effettua la seguente procedura: poiché risulta

]Ilm,,f"(-ghfm{-;;} £, (£)

ez 1im £/0F) =L rm. () ~E6 ()

sottraendo membro a membro, per y/R=y/9, si ottiene:

Ty foad %) Loz 11, ()
R Hmam"'na.ar.r.lm.
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Dalla precedente equazione & possibile ottenere 1’andamento di f(y/R) e di conseguenza
I’andamento di fy(y/R). In tal modo risulta definita la legge universale per le intensita di turbolenza,
nella quale andra inserito il valore di IT;, che ¢ essenzialmente influenzato dal livello di turbolenza.

Si ricorda che si dovra sostituire 6 a R nel caso di strato limite.

4 LEGGI DI VELOCITA E RESISTENZA NEI CONDOTTI
4.1 Leggi di resistenza per condotti circolari

Lo scopo essenziale dell’analisi dei profili delle velocita medie di trasporto nelle condizioni di
turbolento ¢ di poter ricavare una legge di resistenza di facile applicazione per ogni problema di
ingegneria idraulica.

Alla luce di quanto detto nei paragrafi precedenti, si ¢, senz’altro, in grado di fornire le espressioni
delle leggi di resistenza per il caso di condotti a sezione retta circolare.

Si fara riferimento, in termini di leggi di velocita, alla relazione logaritmica (64), trascurando
I’effetto del substrato viscoso e della wake function, sia nella formulazione di Coles che attraverso
la funzione ®(y/yo) di Marchi.

Si supponga di avere un condotto circolare di raggio ry in cui vi sia un flusso in condizioni di moto

turbolento uniforme. Se si indica con U la velocita media di tutta la sezione, deve essere:

Iy
v=—=; [u2n (z,-y) dy. (66)
"Xy
Se si sostituisce la (64) nella (66) si ha:
Uoa,-3 iblog(Fey . (67)
u, * 2k v

Per le note condizioni di equilibrio sintetizzate dalla (11), si ottiene:

) (o0
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avendo indicato con Ty la tensione tangenziale alla parete, p la densita, R il raggio idraulico del

condotto, J la cadente piezometrica e g I’accelerazione di gravita.

Tenuto conto della (68) e ponendo, al solito, J=AU% [2g(4R)] si ha:

U, U J_“
u, JEJg \ *
Sicché la (67) diviene:
1i_1 3 b
—=-=({a,-—-blog4y/2) +—1log (ReyR) , (69)
vE v8 1 2k V8

dove si ¢ indicato con Re=(2r U)/v=(4RU)/v il numero di Reynolds.

In maniera piu sintetica, la (69) si puo scrivere:

1
— =A,+Blog(Rey}) , (70)
7R 1

che rappresenta la legge di resistenza nel caso di tubo liscio.

Sulla base dei valori di a; e di b indicati nel paragrafo 3.14, si ottiene A;=-0.91 ¢ B=2.03 in
soddisfacente accordo con i coefficienti dell’analoga espressione introdotta da Nikuradse.

Operando allo stesso modo, ma partendo dalla (65), si ottiene la seguente espressione, valida per

tubi scabri:

1_ d
TI Ar-i-Elng[E] ' (71)

in cui d=2ry=4R ed e la scabrezza relativa.

I valori di A, e B, calcolati nel regime assolutamente turbolento partendo dai valori sperimentali di
a.eb, sono: A=1.07 e B=2.03.

Per quanto attiene la zona di transizione, nel caso dei tubi commerciali, si puo ricordare la ormai

famosa legge di Colebrook:

=_210g{ 2-511_ 1

L £,
JE Reyx 3.71d°
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A proposito della succitata legge, si ricorda, che essa non nasce da un preciso sviluppo teorico e
che, dunque, la giustificazione del suo ormai largo impiego va ricerca nel fatto che essa ¢ una buona
formula interpolare, avallata da una lunga serie di riscontri sperimentali e pratici.

Non resta da mettere in evidenza che il procedimento adottato per ricavare le (70) e (71), cio¢
trascurando la wake function, comporta degli errori. In ogni caso, per quanto si possa obiettare che
I’entita di questi errori sia trascurabile ai fini tecnici, va, quanto meno richiamata 1’attenzione sul
significato che leggi del tipo della wake function hanno sulle integrazioni che si sono proposte in
questo paragrafo. Va, ciog, rilevato che il contributo dei termini correttivi, a integrazione avvenuta,
si riduce ad un valore “costante”, senza modificare la “forma” delle leggi di resistenza. Ed ¢ proprio
questo risultato che giustifica gli studi necessari per adeguare ai rilievi sperimentali le leggi di

resistenza ricavate a partire da leggi puramente logaritmiche.

4.2 Reimpostazione teorica delle leggi di velocita per condotti di sezione non circolare

Le leggi di distribuzione di velocita e le leggi di resistenza, valide per strato limite turbolento o per
moto uniforme turbolento in condotti di sezione retta circolare, non si possono estendere tout court
alle sezioni di forma generica. Le difficolta da superare per un tale tipo di estensione sono,
generalmente, la mancanza di simmetria geometrica e la mancanza di misure di velocita altrettanto
numerose e sistematiche di quelle eseguite a sezione circolare.

Tentativi di reimpostare teoricamente il problema del moto uniforme in condotti di sezione non
circolare sono stati fatti da Nikuradse e, piu recentemente, da E. Marchi [29].

Marchi riprese la teoria del trasporto della quantita di moto, applicandola al moto uniforme
turbolento entro un condotto cilindrico ad esse rettilineo avente la sezione generica di contorno By,
come indicato in fig. (43), facendo I’importante ipotesi di ritenere il valor medio temporale (u’v’),
funzione solo della distanza y dalla parete. Si ritiene, cioe¢, valida, in prima approssimazione,
I’ipotesi di turbolenza distribuita statisticamente con gli stessi caratteri ad uguale distanza dalla

parete, salvo in vicinanza di punti angolosi.
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Facendo riferimento, dunque, alle conclusioni di Marchi, si puod ritenere che, per una sezione
generica del tipo rappresentata in fig. (43), siano formalmente valide le leggi (64) e (65), purché si
sostituiscano, in esse, al valore, costante per condotte di sezione circolare, di u+ il valore medio, su
tutta la superficie di contorno, (u+)n,, ¢ al valore di a;=5.50 e a,=8.50, rispettivamente per condotti
circolari lisci e scabri in condizione di moto assolutamente turbolento, 1 valori, da ricavarsi

sperimentalmente, di a; (funzione diu, /(u.) ) € a; (funzione di U, /(U.),).

Fig. 43. Schena della sezione trasversale di un
condotto,

Si ottengono cosi le seguenti leggi:

u,

(u,)

u

(u,) e

=a, ( ) +blog[% (72)
m

valida nel campo del regime turbolento di condotto liscio, e:

U,

(u,)a

u
(u,) o

=a, ( ) +b1ogr=§1 (73)

valida nel campo del regime assolutamente turbolento di condotto scabro. Esse sono da intendersi
come leggi variabili, in generale, al variare della normale al contorno lungo la quale si studia il
profilo di velocita.

Le (72) e (73) possono essere ulteriormente ottimizzate, operando come gia fatto nel paragrafo 3.14,

ottenendo:
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o(L)

u - u; .Vuy Yu {T"]
m;_al{m]"'blng[ 3 1+ %
per condotti lisci, e:
® (L)
u_ u, Yy Yo (75)
Mo, 8 gy} hregligl+—¢—

per condotti scabri in regime di moto assolutamente turbolento.

Le (72) e (73), o le corrispondenti (74) e (75), mettono in evidenza che:

1)

2)

3)

4)

a; ed a, non sono costanti, ma funzioni della distribuzione sul contorno di u, /(U.),,;

in assegnate condizioni di moto, i valori della velocita u dovrebbero variare con il logaritmo
della distanza della parete attraverso un coefficiente u.bdiverso da normale a normale,
variando proporzionalmente alla radice quadrata della tensione tangenziale sul contorno. In
effetti, secondo le (72) e (73), i valori della velocita u variano pure linearmente con il

logaritmo della distanza dalla parete, ma attraverso un coefficiente (u,), b che non dipende

dalla distribuzione di U. sul contorno; esso ¢ proporzionale al valor medio (u* )m =(RJg)"*

e quindi costante su qualunque normale al contorno. In altre parole, 1 valori di velocita sono
influenzati dalla non uniforme distribuzione di u« soltanto attraverso i parametri a; € a;;

per quanto riguarda la variazione di a; o di a; in funzione di U./(U.), si sostiene che il

m
principio variazionale di Ghetti, richiamato al paragrafo 2.10, possa fornire quella ulteriore
relazione necessaria per definire teoricamente le funzioni ricercate. Il Marchi, tuttavia, non
sviluppa questo procedimento, essenzialmente perché non si sarebbe in grado di sottoporre i
risultati ad una verifica sperimentale;

le (72) e (73), nel caso di u, =(uU.),,, cio¢ quando la tensione tangenziale al contorno ¢

m?

uniforme, si riducono alla analoghe espressioni relative ai condotti di sezione retta circolare.
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4.3 Reimpostazione teorica delle leggi di resistenza nei condotti di sezione non circolare

Se si accetta la (72) a rappresentare la distribuzione di velocita, si potra procedere al calcolo delle
leggi di resistenza cosi come proposto dallo stesso Marchi [29].
Si faccia riferimento alla fig. (43) e si consideri dapprima il caso di pareti lisce.

Considerando la (72), reimpostata con 1 logaritmi naturali, si calcola la media u,, dei valori di u

lungo una linea generica di lunghezza B, a distanza costante y dal contorno:

B B
Us _1f_ u 1 1, ¥u)
———==f—=———dB==[a,dB+=1 2].
(1), a-f (@), B.! a8+ il ===
I1 valore medio u della velocita in tutta la sezione sara dato quindi, dalla:

U
{u,),

Yo ¥a B ¥a
=1 " 1 1 yiu,) g
oy, 2o [[ad gg a5 ey

(76)

Sia
1 ¥ B i
CI"'ﬁ‘!dy{ﬂj ( E'.U_..:I,} dB

un coefficiente adimensionale che dipende solo dalla distribuzione di al sul contorno, ed inoltre sia
B=By-ay, dove il coefficiente a dipende pure dalla geometria della sezione.

La (76) si trasforma, con ovvi passaggi, nella

_--.Er-.-..z{:"l-—l.+-j!c-+blﬂg{ (77)

R{U.}.]
(u,) o k v !

dove si ¢ posto
c1n e O¥8
P=ln g -20
Tenuto conto delle posizioni J=AU*/[2g(4R)] e (u,),, = (RI)'?, 1a (77) diviene:
1 1 1-E b
—=— ()= -blog8y2) +—1log (ReyR) ,
vAi B k VB
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0, in maniera piu concisa,

1
—=A,,+Blog (ReyR) , (78)
Y, S

con Re=(4RU)/v.

La (78) rappresenta la legge di resistenza nei condotti lisci di sezione qualunque. Il coefficiente

b

i
¢ indipendente dalla forma della sezione e puo essere posto uguale a 2.0 (quindi k=0.40).

Invece il coefficiente
1 1-
= —— {Cl-_EE -blogey2)

dipende dalla forma della sezione sia attraverso P che attraverso C;.

Operando allo stesso modo, ponendo
. Yo B
C ==
~ylofen

si ottiene la legge di resistenza nei condotti scabri di sezione non circolare in regime assolutamente

turbolento:

(79)

=fr
incuiB=2.0¢e
A -Jl—g (c,- 1—;} -blog4) .

Si riscrivono, ora, i coefficienti Ay e Ay facendo comparire 1 valori A; a A; relativi alla sezione

circolare:

A=A, ﬁ(blogz }+j§{r_§ a circt -E} (80)

A:,=A,—£ (blogz--) +T’-%, (CrapemctB).  (81)

112



Le (80) e (81) mostrano che I’influenza della forma determina una variazione sui coefficienti A

rappresentata dalla somma dei due termini:

-1 1. __ B . B
— (blog2-—)=-0.17, =
VB ¢ 2k VBK

1.13

costanti per una data sezione, piu un termine che dipende dalla distribuzione di a, [u* /(u, )m] o di
a, [u* /(u. )m] sul contorno.

A questo punto, poiché il confronto tra i diagrammi di velocita sperimentali ¢ insufficiente per dare
un’indicazione precisa sulla differenza di distribuzione di a; in regime liscio e di a, in regime
assolutamente turbolento, Marchi fa un’ipotesi plausibile, ossia che siano analoghe la distribuzioni

di a; e di a,. Pertanto si potranno scrivere le (80) e (81) nella forma:

A=A +A,

Arfﬂﬂr-l-ﬂr
con un unico valore di A¢nei due casi.

Tenuto conto dei valori di A=-0.8 ¢ A,=1.14 assegnati da Nikuradse e posto
Ags~2.0logf
si ottengono le seguenti leggi di resistenza:

1 £R
E-z.nlog{?%?—} (82)

per il regime liscio, e

=2.01log

{3.?15[412) ) (83)

1
VA
per il regime assolutamente turbolento.
Le (82) e (83) mettono in evidenza come il coefficiente di forma f, da determinarsi per via

sperimentale, possa interpretarsi anche come un coefficiente moltiplicativo del raggio idraulico.
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Si potra, quindi, tener conto dell’influenza della sezione attraverso un raggio idraulico

convenzionale “ di forma” :

R=fR. (84)

Di fatto un’operazione di questo tipo si realizza anche per le condizioni di moto laminare attraverso
la relazione A=64/(fR.). E’ bene, tuttavia, mettere in evidenza che i coefficienti di forma di una

condotta sono diversi a seconda che si consideri il moto laminare o il moto turbolento.

4.4 Caso di condotto a sezione trasversale anulare concentrica.

I1 caso di condotto a sezione trasversale anulare merita una trattazione a parte, per le condizioni del
tutto particolari che lo caratterizzano. In effetti, i condotti anulari sono costituiti da due superfici
cilindriche concentriche, ossia due confini facilmente descrivibili geometricamente per le
condizioni al contorno, ciascuna delle quali esercita sul fluido due diverse ed uniformi tensioni
tangenziali. Anche le condizioni di simmetria sono particolarmente favorevoli, ed inoltre, a seconda
del rapporto tra il raggio intero ed il raggio esterno, si passa, ai limiti, da una situazione vicina a
quella di condotto circolare ad una situazione vicina a quella di due piastre piane parallele. Questa
condizione particolare rende, dunque, i condotti anulari interessanti per le analisi di laboratorio,
fermo restando che ormai vasta ¢ la loro applicazione nel campo dell’ingegneria meccanica,
nucleare e chimica.

Una complicazione propria dei condotti anulari ¢ quella di stabilire il raggio in cui si ha il massimo
di velocita. In effetti, come si ¢ visto nel paragrafo 2.3, il raggio del massimo di velocita ¢ di facile
determinazione nel caso di moto laminare. Questo aveva condotto in errore molti Autori del
passato, che prima che fosse fornita una trattazione razionale per i condotti anulari, determinavano
il raggio del massimo di velocita, nelle condizioni di moto turbolento, esattamente come nel moto
laminare. In effetti, gia nel 1932, Lorenz [25] mise in evidenza come apparisse ingiustificata una

simile semplificazione.
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Nel 1966, Macagno e McDougall [27], sulla scorta dei diagrammi di velocita allora disponibili,
intrapresero uno studio al fine di proporre una legge per la determinazione del raggio del massimo
di velocita.

Nel caso di condotti a parete liscia, essi assunsero, per le distribuzioni di velocita, le seguenti
espressioni simboliche, rispettivamente per la zona interna e la zona esterna, dove la zona interna ¢
quella che va dalla parete interna al punto di massimo di velocita (ossia di tensione tangenziale

nulla), mentre la zona esterna ¢ quella rimanente:

Vy

=F1(ﬂ}
j}, 1

P

Va

=F, (282,

T, %
p

avendo indicato con y;’ed y,’ 1 parametri che adimensionalizzano y; € y».

E’ evidente che dalle due precedenti equazioni si ricava la seguente espressione:

F(=2=
L

12 P Il-rl} |
1

Poiché valgono le seguenti due relazioni:

¥1=YJRy,
incui R =7z(r) —r?)/(2ar,) ¢ il raggio idraulico interno,
T, =YJR,,

incui R, = 7z(r; —r.)/(2at,) & il raggio idraulico esterno, Macagno e McDougall ricavano:

—2-m 12,9, (85)
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che consente di definire la circonferenza isotachia con il massimo di velocita. Gli autori, pur
riconoscendo che le funzioni F; ed F, possono essere caratterizzate da parametri diversi, applicano
per esse la classica legge logaritmica di Prandtl-Von Karman presentata nei paragrafi precedenti.

Nel caso di pareti lisce, gli Autori, partendo dall’equazione dei profili di velocita:

Vi -A1n{-1z‘i Py)+Bri=1,2,
Ty

P

che puo anche essere scritta nel modo seguente:

YL =aln ta@ AP

Bt
]
ottengono, dalla (85), la seguente relazione:
p?-a?
J & (1-p3)

1n[it1T‘_%3}m{£Ema.rx]

. ap
c_(_pi-a? B- '
inl w'g[ o(l-a) ) 1-:159’{:]

avendo posto o=r,/r; e f=ry/12. In fig. (44) si riporta il diagramma di B in funzione di a per condotti

a pareti lisce.
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Fig. 44. Posisione relativa del massimo di velocitd in fuazione del raggio interno ed
esterno per flussi laminari e condotti idraulicamenmte liseci.

Nel caso di moto assolutamente turbolento, gli Autori, partendo dalla seguente espressione dei

profili di velocita:

Y =aln(c'Xi);i=1,2,
7 €4
p

pervengono alla seguente equazione per il raggio del massimo di velocita:

1n [%’ (2,-1,) ]

r, ri-r?

r

Tiri-Ta 1n[ C‘{r.—rl,'ll

E:I.
in cui si assume una scabrezza assoluta diversa per la parete interna e per la parete esterna. In

particolare pere,=€,, si ottiene:

¢’ 1-B 4R

|—n=-¢= _1“[‘;7?5?]
@ (1-p2) ¢ p-a 4R,
In[ £ £-2 45
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Fig. 45. Posizione relativa del massime di velocitd in funsione del rapporto dei raggi
interno ed esterno per moto completamente turbalento.

avendo indicato con R=(r,-1;)/2, il raggio idraulico.
In fig. (45) siriporta B in funzione di a al variare della scabrezza relativae /(4R).
Nel caso di moto turbolento di transizione ¢ noto che i1 coefficienti C; e C, delle leggi di velocita

sono funzioni di U. € /v . In questo caso, ipotizzando ancora €,=¢€,, si ottiene:

G 1-B, 4R
; lﬂ{—i-l: 1_':]?]

«(1-p%) G (B-wy 4Ry
In[5 (=) =]

Le espressioni prima riportate per il calcolo del raggio di massimo di velocita non sono in forma
esplicita. Nel 1971 Doshi e Gill [14] proposero un’altra legge per il calcolo del raggio di massimo

di velocita, con lo scopo di ottenere una soluzione in forma esplicita e di facile impiego. Integrando
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I’equazione del momento della quantita di moto e applicando una serie di semplificazioni, Doshi e

Gill pervennero alla seguente relazione:
pz::% {1-'-“}' (BEJ

avendo indicato, al solito o=r/r, € f=ry/12. Gli autori considerano I’equazione (86) valida per tutti i
flussi turbolenti completamente sviluppati in condotti anulari. In fig. (46) si riporta I’andamento di

B in funzione di a secondo Doshi e Gill.

Lo : _
4 Brigren and Jores (B)
08t - # Raothfys, Sartary and Kermends (9]
. o Quarmoy (1Q)
Eﬂgﬁ 065 i tecnico di Bari -
1 I h &
%’ ! g ___er;m +  Eguation (1)
@ 04
I R‘Hﬂ Jad
o y .a'l R Kays and Leung (11) _
I L ]
I
. A ] ] . L F
OGO O3 da 035 08 or 08 09 10
oeR= (R, /R,}

Fig. 46. Dosizione del masaimo di velociti secondo Doshi e Gill,

4.5 Leggi di resistenza per condotti a sezione retta anulare concentrica

Macagno e McDougall [27] pervennero a delle leggi di resistenza per condotti anulari lisci e scabri
attraverso I’integrazione della legge di velocita logaritmica di Prandtl-Von Karman. In altri termini,
gli Autori partono dal presupposto di applicabilita della legge logaritmica di velocita, con i
coefficienti propri dei condotti a sezione circolare, sia per la zona interna che per la zona esterna dei
condotti anulari, ammettendo che fino ad allora (maggio 1966) non era a Loro conoscenza alcuna

proposta sostitutiva della legge di Prandtl-Von Karman. In effetti, secondo gli stessi Autori, in
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letteratura ([4] e [30]) erano gia presenti lavori in cui si applicavano leggi di velocita tipo quella di
Prandtl-Von Karman per condotti anulari.

Facendo riferimento ai simboli introdotti nel paragrafo precedente, la legge di resistenza per
condotti anulari lisci ¢, secondo gli Autori, la seguente:

1_ A (1-p 1-
2= G]H={21n[—ﬁ{—i}1f={——ﬁ>RM]+

_r_P?-a? .12 f-a _ﬁ 3 }. 87)
[uil—ﬁzil - { a+f) - (3+P) (

L’equazione (87) puo essere sintetizzata nel seguente modo:
ﬁ =M,1n (ReyX) +L,,

dove i coefficienti Mg e Lg sono riportati in fig. (47).

.89

a8y

-85

Ly

=090

e or o o8 o e
argry

Fig. 47. Diagrami di¥ e L {condotto idraulicamen-
te liscio),
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Dalla relazione J =AU} /(2g4R)=4,UJ /(294R,) = AU’ /(2g4R) ¢ possibile ricavare A; € A,

essendo questi i coefficienti di resistenza, rispettivamente, della zona interna ed esterna del flusso
ed avendo indicato con pedice 1 e 2 rispettivamente le grandezze relative alla zona interna ed

esterna:

Re, /K = [%] 32/ (88)

Rep/To=[2E"12/2reyT. (89)

Si osserva che il calcolo di A; e A,, secondo le (88) e (89), non puo prescindere dalla conoscenza di
A.

Nel caso di moto assolutamente turbolento, gli autori ricavano la seguente legge di resistenza:

[ﬂ;lfz{gln[c’(___ﬁ; 4R]+

1A
Vi 42

- p?-a® 112 B-a 3 _E 3 }. (90)
[u(l ﬁ:}] g f a+f) - (3+p)

Anche la (90) puo essere sintetizzata nel seguente modo:

i—fd’ In && +Lr.
VA

in cui le espressioni di M; e L;, funzioni di a e4R/ €, sono diagrammate in fig. (48).

121



[-) or or as of fr)
ey

Fig. 48. Diagrasmi di W_ e L (moto assolutamente turbolento].
Le equazioni per gli indici di resistenza della zona interna ed esterna sono, in questo caso:

_-_{zln[—iﬁ-—} ARy -3a°F)
a2

1 =_ EE 4R 3+

Per quanto attiene il moto di transizione, gli Autori propongono:

1A [ﬂ]lﬂ'z{zln[ Cz {-——E} 4R] *
vi 442

_r_PP-e® 112 P 3 _1-p 3 }.
[uu-IF}] 1-a3 ORI T (30P)

Le espressioni precedentemente riportate sono diagrammate in fig. (49).

Macagno e McDougall non forniscono le analoghe espressioni per il caso di €, diverso da €, ma

osservano che, in queste situazioni, non si puo effettuare una progettazione sulla base di un valor
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medio di una grandezza di convenienza, ma andrebbe sviluppato 1’intero procedimento qui

presentato per il caso di scabrezze assolute uguali per entrambe le pareti.

A questo punto, va messo in evidenza che le leggi di resistenza proposte da Macagno ¢ McDougall

sono in grado

"o '| } 1 'rl . - i
o =1 — ':‘..:
l | .
a.,.|l - o _\“
.'J,._I i 4Pen =,
nu\r.-—-—u————-f'—‘—'- —
o=l s i
i [ <08
l.l/
3 ; L T
- s T
L. _]_ :[
e P -

Fig. 49. Indici di resistenza per condotti amulari secondo Macagno e McDougall [L1966).

di fornire I’indice di resistenza con errori che si possono considerare piccoli. Tuttavia, gli stessi

Autori considerano queste leggi come una base per ulteriori ricerche, sia teoriche che pratiche.
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5 ESPERIENZE DI LABORATORIO
5.1 Descrizione dell’apparato sperimentale

La sperimentazione ¢ stata sviluppata su un condotto anulare liscio nel Laboratorio dell’Istituto di
Idraulica e Costruzioni Idrauliche del Politecnico di Bari.

La tubazione esterna ¢ costituita da una condotta in plexiglas (PMMA estrusi trasparenti) i cui
diametri effettivi interno ed esterno sono, rispettivamente, 150mm e 160mm. L’anima interna ¢
costituita da una condotta in PVC di diametro effettivo esterno di 60 mm. L’anima interna ¢
bloccata e centrata tramite viti poste a 120°, situate in corrispondenza della sezione iniziale e finale.
La lunghezza del condotto descritto ¢ di 2.050 m, preceduto e seguito da un condotto anulare, la cui
anima ¢ sempre in PVC, mentre la superficie esterna ¢ in acciaio zincato (Dalmine UNI 4148 SS
UNI 5745) di diametro effettivo di 152.5 mm. Il tratto a monte del condotto liscio ha una lunghezza
di 10.50 m, mentre il tratto a valle di 7.18 m. Per una piu completa descrizione del sistema di
condotte si faccia riferimento alla fig. (50).

L’installazione sperimentale si trova in derivazione, tramite I’interposizione di una saracinesca, con
una condotta alimentata da una vasca a livello costante posta alla quota superiore della torre di
carico, garantendo all’origine un carico di circa 18 m.

La vasca a livello costante ¢ alimentata da una pompa che pesca nella vasca di aspirazione, dove si
raccoglie I’acqua proveniente dalla cabaletta di scarico.

Per la misura delle portate si ¢ fatto uso di una lente inserita a monte dell’apparato sperimentale,
tarata con metodo volumetrico.

Per la determinazione delle perdite di carico sono state predisposte, nel tratto di prova, lungo 2.050
m, due prese, distanti tra loro 1.77 m, collegate, mediante tubi flessibili di plastica, ad un
manometro differenziale ad acqua dotato di nonio decimale.

Per 1 rilievi di velocita si ¢ fatto uso di un ago ipodermico di diametro esterno di 2 mm e interno di
1.75 mm, inserito nella sezione anulare attraverso un apposito foro a tenuta, realizzato sulla

generatrice superiore della condotta esterna. Questo sistema ha consentito di effettuare le
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misurazioni di velocita dalla parete interna fino a 7.9 mm dalla parete esterna, in quanto la fattura
stessa della sonda, non consente di rilevare i valori di velocita oltre quella distanza. La presa
dinamica del tubo di Pitot e quella statica sono state collegate, tramite tubi di plastica flessibili, ad

un manometro differenziale del tipo precedentemente descritto.
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Fig. 50. Rappresentazione schematica dell'installazione sperinentale.
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Ogni qualvolta si iniziava un’esperienza si seguiva la seguente prassi. Dopo aver avviata la pompa,
che alimenta la vasca della torre di carico, si regolava la portata agendo sulle saracinesche di valle e
di monte dell’apparato sperimentale. Quindi, si attendeva che si raggiungesse la condizione di
regime e si provvedeva ad espellere ’aria della tubazione in corrispondenza delle prese statica e
dinamica del Pilot. Si leggevano i valori di pressione statica e dinamica, mentre, ad opportuni
intervalli di tempo, si misurava la temperatura dell’acqua nella vasca di scarico, con I’ausilio di un

termometro a mercurio in grado di valutare il decimo di grado Celsius.

5.2 Indagini effettuate

Sono state effettuate misurazioni di velocita con valori di portata di 20, 30, 40, 50, 60 1/s, per un
totale di cinque configurazioni.

Il corrispondente range di variabilita del numero di Reynolds ¢ 100000+300000.

Nell’appendice C, per ciascuna configurazione esaminata, sono riportati i valori delle velocita

rilevate.

5.2.1 Posizione della velocita massima

Nella fig. (51) sono riportati 1 punti sperimentali relativi alle misure di velocita effettuate per 1
diversi valori di portata.

La figura mette in evidenza che il massimo di velocita € piu vicino alla parete interna. In particolare
si ha che il raggio in cui si ha il massimo di velocita ¢ in buon accordo con quanto previsto dalla

relazione di Doshi e Gill. Applicando, infatti, I’equazione (86), si ottiene r,= 48.8 mm.
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Fig. 51. Profili sperimentali di welociti.

La posizione dei punti sperimentali mostra, inoltre, che i diagrammi di velocita si appiattiscono
tanto piu quanto minore ¢ la portata.

In fig. (52) si riporta I’andamento delle velocita adimensionalizzate con quella massima. Dalla
figura si nota che i dati rilevanti nella zona che va dalla sezione di massima velocita alla parete
interna danno luogo a diagrammi sovrapposti, mentre verso la parete esterna vi ¢ una discreta

dispersione.
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5.2.2 Dati ediagrammi di velocita

52. Distribuzione adimensionale della velocitd,

Si presentano le schede di dati e i diagrammi di velocita per le singole configurazioni analizzate in

laboratorio.
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Portata 201/s.

Q [1/s] Re J
20 99944 0.0225
= — — e
vV [m/s] Ty, [N/ma] Ty [N/mq]
1.36 4.964 5.454
A== e e
tyy [N/mq] uy [m/s] uy [m/s]
4.856 0.0738 0.0700
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Fig. 53. Diagramea di velocitd in scale llimeari.
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Fig. 54. Diagramsa logaritaico di velocitd per la zona interna, con legge di parete,
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Fig. 55. Diagramna logariteico di velocitd per la sona interna, con legge di Coles.

In fig. (54) ¢ anche riportata la legge di parete:

i=4.?1+5.ﬁllngiﬂvﬂ}.

1l

In fig. (55) si ¢ riportata la legge di Coles:

=4.71+ zf 1ug{iu;'i] +—qzs;:l.n2 (Z

y
X i

20

essendo, nel caso specifico, k=0.41, [1=0.22, 6=7.3 mm.
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Portata 30 1/s.

Q [1/=s] Re J
30 150285 0.0400

V [m/=] Ty, [N/ma] N tnua:fnqimnil
2.03 8.829 9.575

uy [m/s]

B.633

0.0978
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Fig. 56. Diagranms di velocitd in seale lineari.
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Fig. 57. Diagramsa logaritmico di velocitd per la sona interna, con legge di parete.
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Fig. 58. Diagramsa logaritmico di velocitd per la zona interna, con legge di Coles.

In fig. (57) la legge di parete ¢ di equazione:

Y =4.96+5.76log(

U,q

In fig. (58) la legge di Coles ¢ la seguente:

U,y

essendo k=0.40, I[1=0.20, 6=6.9 mm.

yuti, .

u 2.3 Yuy,, O 3 (®Y
”4'55+T1°g{_v }+kzsin {2 5].
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Portata 40 1/s.
Q@ [1/s] Re J
40 199887 0.0620
V [m/s] Ty [N/ma] Ty [N/ma]
2.70 13.685 15,107
Ty [N/mq] uy [m/s] uy [m/s]
13.342 0.123 0.115
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Fig. 59. Diagramsa di velocitd in scale lineari.
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Fig. 60. Diagramsa logaritaico di velocitd per la sona interna, con legde di parete,
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Fig. 61. Diagramsa logaritaica di velocitd per la sona interna, con legge di Coles,

In fig. (60) la legge di parete ¢ la seguente:

Y,y ]

Y -5.02+5.741l0g( =

U,

In fig. (61) ¢ rappresentata la legge di Coles:

U -5,02+ 2‘3109(—*11""‘} +%251n3{ 1Y),

u,, k 2%

essendo k=0.40, [1=0.25, 6=7.3 mm.
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Portata 50 1/s.

Q [1/s] Re J
50 25[‘!5‘29 0.0935
e SN S
vV [m/s] Ty, [N/ma] Ty [N/mal
3.38 20.640 22.966
Ty, [N/mq] uy [m/s] ugy [m/s]
20.209 0.151 0.140
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Fig. 63. Diagraans logaritaico di velocitd per la zona interns, con legge di parete.
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Fig. 64. Diagrassa logaritmico di velocitd per la zona interna, con legge di Coles.

In fig. 63 la legge di parete ¢ la seguente:

u =5_ﬂ+5.'}'510g{£*1-} .
U,y v

In fig. (64) si ¢ riportata la legge di Coles:

u 2.3
=5.0+
U, >:0 k

Yuy, O, : 2(® Y
log( 5 }+Izsmizﬁ},

in cui k=0.40, [1=0.22, 6=6.5 mm.
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Portata 60 1/s.

Q [1/s] Re J
80 299831 0.130
'V (a/s] e
4,05 28,694 31.392
Ty [N/mq] uy [m/s] Uy [m/s]
28,0566 0.177 0.170
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Fig. 65. Diagramma di velocitd in scale lineari.
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Fig. 66. Diagramma logaritaico di velocitd per la zona interna, con legge di parete.
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Fig. 67T. Diagramea logaritmico di velocitd per la zona interna, con legge di Coles.

In fig. (65) la legge di parete ¢ la seguente:

u _ yu,,
™ 4,74+5.7410g ( v } .
In fig. (67) si ¢ riportata la legge di Coles:
u__ 2.3 Yy Hogin2 (Y
™ 4.74+=% log( v }+kzain{zﬁh

in cui k=0.40, I1=0.23, 6=7.0 mm.

5.2.3 Considerazioni generali

Dall’analisi del grafici precedentemente illustrati, si evince che la legge di parete, la cui zona di
validita si estende dalla fine del substrato viscoso a 10-15% dello spessore dello strato di fluido che
va dalla sezione di velocita massima alla parete interna, ¢ rispettata con valori di ordinata all’origine
mediante uguale a 4.89 e valori di k compresi tra 0.40 e 0.41.

Per quanto attiene la zona di scostamento dalla legge lineare, ci si ¢€ riferiti alla nota legge di Coles.
In essa la grandezza 6 non ¢, secondo i dati sperimentali, la distanza tra il punto di massimo di

velocita e la parete interna, ma tra il punto in cui si € registrato il massimo scostamento della legge
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lineare e la parete interna. In effetti, le due distanze non coincidono, secondo i dati sperimentali. |
valori di 6 sono tutti compresi tra 7.3 e 6.5 mm.. La ragione di questo ¢ ascrivibile ad un profilo di
velocita che dopo aver assecondato la legge di Coles (ricavata, si ricorda, per strati limiti), si
raccorda con il profilo di velocita che si riferisce alla zona cosiddetta esterna. Per cui la wake
function di Coles descrive solo una parte dei profili di velocita.

Per quanto attiene, infine, i parametri di profilo della wake function (IT), essi sono compresi tra 0.20
e 0.25.

E’ indubbio che queste constatazioni meritano un’analisi piu approfondita, con un’attrezzatura in
grado di poter avallare le precedenti conclusioni. In particolare, si prevede di poter riesaminare i
dati utilizzando un Anemometro a Laser Doppler (LDA). Sara cosi interessante effettuare anche un
confronto tra i due sistemi di misura.

A proposito, poi, del sistema di misura adottato, si

D.08
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0.05

0. 04

CVm=-VE)/ vt
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E 3
.02 T
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0.45 0.5 0.55 0.8 0.65 0.7 0.7

ywiD

Fig. 68. Errori relativi in fungione della distansa adimensionale,
¢ potuto rilevare, dai diagrammi logaritmici di velocita, che 1 punti sperimentali vicini alla parete
assumono valori piu elevati di quelli teorici della legge di parete. In effetti, un tale errore

sistematico nelle indicazioni piezometriche non ha consentito di fare affidamento sui primi due

144



punti, piu vicini alla parete, di ogni configurazione. Anche i rilievi sperimentali di Viparelli ([50],
[51]), di Becchi ([3]) e di Petrillo-Ranieri ([34], [35], [36]) mostrano un tale scostamento.

In fig. (68) si riporta il diagramma degli errori relativi (differenza tra velocita misurata e teorica
rapportata alla velocita teorica) in funzione della distanza del Pitot della parete, adimensionalizzata
con il diametro esterno della presa dinamica.

I punti che, a parita di distanza dimensionale, danno luogo a errori maggiori sono che si riferiscono

ai piu alti valori di stati pensionali di parete.

5.3 Applicazione della legge di resistenza di Macagno-McDougall

Si presenta una tabella in cui si riportano, in seconda colonna, i valori degli indici di resistenza
calcolati con la nota relazione A = J2g4R/U” utilizzando i dati sperimentali di J e U, e, in terza

colonna, i valori di A ottenuti con I’applicazione della (87). Si osserva che gli scostamenti

percentuali, riportati in quarta colonna, non superano 1’11% circa, con un valor medio uguale a

6.9%.
20 0,021 0.013 9.5
30 0.017 0.017 0.0
40 0.0153 0.017 -11.1
50 0.015 0.016 -6.7
60 0.014 0.015 =7.1
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5.4 Analisi di una differente procedura per il calcolo delle resistenze nei condotti anulari lisci.

I rilievi sperimentali, eseguiti con il presente lavoro, sono completi solo per la zona interna del
condotto anulare.

Ci0 non consente di effettuare un’integrazione dei diagrammi di velocita sull’intera sezione per
ottenere una legge dell’indice di resistenza dei condotti anulari lisci. Tuttavia le informazioni
disponibili sono sufficienti per ricavare una diversa proceduta per il calcolo delle resistenze,
facendo riferimento alla metodologia individuata da E. Marchi [29].

E’ fondamentale al riguardo poter ricavare il raggio del massimo di velocita a partire dal rapporto
a=r1/r2. A questo proposito, le esperienze condotte in laboratorio avallano la legge di Doshi e Gill,
presentata nel par. 4.4. La posizione della velocita massima ¢ importante al fine di poter individuare
una superficie cilindrica a sezione circolare, lungo la quale ¢ possibile ipotizzare che le tensioni
tangenziali si annullino. Questa superficie separa 1’interno flusso del condotto anulare in due zone,
che si definiranno, che si definiranno interna ed esterna. La zona interna ¢ quella compresa tra la
velocita massima e la parete interna, mentre la zona esterna ¢ quella rimanente. In maniera analoga
si definira un flusso interno ed un flusso esterno, caratterizzati da grandezze idrauliche che saranno
interne od esterne a seconda della zona a cui si riferiscono.

I due flussi, interno ed esterno, saranno caratterizzati da differenti valori di indici di resistenza, ma,
evidentemente, da un ugual valore della cadente piezometrica. L’ipotesi, dunque, di poter analizzare
separatamente 1 due flussi consente di prescindere, in particolare, dalla zona esterna e di poter far
riferimento alla zona interna, fermo restando che il valore di J € lo stesso per entrambe le zone e per
il flusso interno.

Alla luce di queste considerazioni, pertanto, ¢ possibile integrare 1 diagrammi di velocita della zona
interna per ottenere la legge di resistenza.

In generale se la legge di velocita ¢ del tipo:

ut=a+blogy’,
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trascurando, in prima approssimazione, i termini correttivi proposti da Coles, Marchi ed altri AA.,

la (77) diviene:

+ﬂi+b1agt%i. (91)

avendo indicato con U, la velocita media della zona interna, u, la velocita di attrito della zona

interna, R = z(r —1,”)/(2af,) il raggio idraulico della zona interna, ed essendo

Yo , 27,
g =1 : 92
TR Mg, 2

(con yo; si ¢ indicata la distanza tra la parete interna e il punto di velocita massima, Q; 1’area della

zona interna), e

¥ ¥a1
_ 1 _ 1 . 93
CIJ.—-n--—-ﬂr 1{y}dy-m.!a{3ﬂr1+2ny}dy - { }

avendo indicato con B;(y) la legge di variazione della lunghezza del contorno in funzione di y, per

la zona interna.

Tenuto conto delle posizioni J = AU /(294R) e u,, = (R Jg)"*, 1a (91) diviene:

e A 0 —log|Re
N3 \/g(ql : b1g8\/_) \/_lg(Rl\/Z) (94)

Per le (92) e (93) e per le posizioni a=ti/r, f(a)=r/1, =[a(l+a)/2]'" ,1a(94) diviene:

1 3a+p

2a b
\/_ \/_{ k > a+ﬂ)+blogm}+ﬁlog@el \/Z) (95)

con ovvio significato dei simboli.
Facendo riferimento ai valori di a e P della condotta su cui si ¢ sviluppata la sperimentazione,

nonché ai valori medi di a, b e k riportati nel par. 5.2.2, la precedente equazione diviene:

I Rel\/z
ﬁ—2.0410g(—4'20 ] (96)
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Si nota che nella precedente equazione il coefficiente dell’argomento del logaritmo ¢ 4.20, invece di
2.51 dell’equazione di Nikuradse. Questo ¢ ascrivibile al fattore di forma, che per 1’equazione (96)
non ¢ globale, ossia non ¢ relativo alla sezione intiera.

Attraverso 1’equazione (96) ¢ possibile risolvere problemi di verifica o di progetto per condotti
anulari lisci.

Nei problemi di verifica si supponga che siano noti 1;, 12, i, p € J. Dai dati disponibili si ricava,
attraverso la legge di Doshi-Gill, il raggio della velocita massima e, quindi, il valore del raggio
idraulico interno R;. Le incognite sono il numero di Reynolds interno (Re;), I’indice di resistenza
interno () e il valore di velocita media della zona interna (U;). A fronte di queste tre incognite, si
hanno a disposizione ’equazione (95), 1’equazione di Darcy-Weisbach J =AU /(2g4R) oltre
che la relazione Re;=U 4R /v.

Nei problemi di progetto sono noti la portata Q, la densita p, la viscosita dinamica u e la cedente
piezometrica J, e si devono ricavare r; e r;. Dopo aver fissato una coppia di valori r; e 1, si ricava
dalla relazione di Doshi-Gill il raggio di massimo di velocita (rn,). Si potranno, cosi, ottenere le
grandezze relative alla zona interna, ossia, in particolareu,, , yoi=rm-11, il raggio idraulico della zona
interna R, I’area della zona interna Q, e, quindi, tramite la (91), U;. E’, cosi, possibile ricavare A,
tramite la (95) e, in ultimo, J=A4U]/(2g4R), da confrontarsi con il valore della cadente
piezometrica dei dati. Si due valori non sono uguali si dovra ripetere iterativamente il procedimento,
fissando valori piu opportuni di r; e 15.

Nella seguente tabella si riportano i valori di A; ricavati dalla relazioned = J2g4R /U},
utilizzando 1 dati sperimentali di J e U; (I colonna), e i valori di A; ottenuti tramite 1’equazione (96)

(IIT colonna).
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20 0.021 0.0207 1.4

30 0.019 0.0195 -2.6
40 0.018 0.0183 =-1.7
50 0.017 0.0174 -2.4
B0 0.0168 0.0168 0.0

Dalla precedente tabella si pud notare che gli scarti presentano un massimo uguale a 2.6% ed un
valore medio uguale ad 1.6%. Il confronto di questi risultati con quelli riportati nel par. 5.3, mostra
come la procedura proposta comporti errori piu piccoli.

E’ doveroso segnalare che ¢ auspicabile un approfondimento dello studio avviato, sia a livello
sperimentale, pervenendo a dei profili di velocita completi € con un maggior numero di punti in
corrispondenza delle pareti, sia a livello teorico, integrando sull’intera sezione.

Un proseguimento dello studio su queste basi sarebbe, peraltro, confortato dai buoni risultati che

finora ¢ stato possibile ottenere.
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6 CONCLUSIONI

Nel presente lavoro si ¢ inteso fare il punto sullo stato attuale delle indagini per la determinazione
dei diagrammi di velocita e, dunque, delle resistenze al moto per condotti con sezione non circolare.
In particolare, dopo aver richiamato i Fondamenti di Idraulica relativi al moto dei fluidi, si sono
analizzati 1 diagrammi delle velocita e delle tensioni tangenziali per diversi tipi di condotti di
sezione non circolare in condizioni di moto laminare, per i quali ¢ relativamente semplice la
risoluzione dell’equazione di Poisson. A completamento di questa parte, si sono presentati metodi
alternativi di risoluzione dell’equazione di Piosson, ossia il metodo delle differenze finite,
ritenendo, cosi, concluso il problema della determinazione dei diagrammi di velocita e, con esso,
delle resistenze al moto per condotti cilindrici di ogni forma di pratico interesse in condizioni di
moto laminare. Si ¢, inoltre, presentato il Principio Variazionale del Ghetti, che, pur valendo
rigorosamente per le condizioni di moto laminare, pare si possa estrapolare al campo del moto
turbolento. Sulla base di questo principio, Ghetti ha dimostrato I’impossibilita, per assurdo, che la

relazione u(U.,...) in una sezione qualunque sia la stessa della sezione circolare, pur ammettendo

“che sembra logico non allontanarsi dalle teorie che hanno dato buona prova nel caso della sezione
circolare”.

Sulla base di questi criteri informatori si € affrontata la terza parte di questo lavoro, dedicata al moto
turbolento. Relativamente alla turbolenza si ¢ sviluppata un’approfondita analisi delle grandezze
fisiche che le caratterizzano e si sono richiamate le possibili vie di studio per la determinazione dei
diagrammi di velocita. In particolare si sono discusse le proposte di vari AA. Sulle leggi di velocita,
fino alle piu recenti teorie. Alla luce di questo, si ¢ poi passati ad una reimpostazione teorica dei
diagrammi di velocita e delle leggi di resistenza per condotti di sezione non circolare.

In virtu delle condizioni del tutto particolari che li caratterizzano, si ¢, poi, sviluppata una
trattazione a parte per i condotti di sezione retta anulare concentrica, richiamando le formule per la
determinazione della posizione della velocita massima di Macagno-McDougall [27] e di Doshi-Gill

[14] e le leggi di resistenza di Macagno-McDougall [27].
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Relativamente ai condotti anulari lisci, si €, poi, sviluppata un’indagine sperimentale volta alla
determinazione dei diagrammi di velocita e, dunque, delle resistenze al moto. L’apparato
sperimentale, realizzato presso 1’Istituto di Idraulica e Costruzioni Idrauliche del Politecnico di
Bari, consta di un condotto anulare liscio, la cui tubazione esterna € costituita da un tubo in
plexiglass (PMMA estrusi trasparenti) di diametri effettivi, interno ed esterno, rispettivamente di
150 mm e di 160 mm. L’anima interna ¢ costituita da un tubo in PVC di diametro effettivo esterno
di 60 mm. La lunghezza del condotto descritto ¢ di 2.050 m. Il tratto a monte del condotto ha una
lunghezza di 10.50 m, mentre il tratto a valle di 7.18 m.

Per la misura delle portate si ¢ fatto uso di una lente inserita a monte dell’apparato sperimentale,
tarata con metodo volumetrico.

Per il calcolo delle perdite di carico sono state predisposte, nel tratto di prova, lungo 2.050 m, due
prese, distanti tra loro 1.77 m, collegate, mediante tubi flessibili di plastica, ad un manometro
differenziale ad acqua dotato di nonio decimale.

Per i rilievi di velocita si ¢ fatto uso di un ago ipodermico di diametro esterno di 2 mm e interno di
1.75 mm, inserito nella sezione anulare attraverso un apposito foro a tenuta, realizzato sulla
generatrice superiore della condotta esterna. Il tubo di Pitot cosi realizzato ha la presa dinamica
sulla punta dell’ago ipodermico; la presa statica ¢ stata poi ricavata lungo la circonferenza della
condotta esterna. Questo sistema ha consentito di effettuare le misurazioni di velocita dalla parete
interna fino a 7.9 mm dalla parete esterna, in quanto la fattura stessa della sonda, non consente di
rilevare 1 valori di velocita oltre quella distanza. La presa dinamica del tubo di Pitot e quella statica
sono state collegate, tramite tubi di plastica flessibili, ad un manometro differenziale del tipo
precedentemente descritto.

Sono state effettuate misurazioni di velocita con valori di portata di 20, 30, 40, 50, 60 1/s, per un
totale di cinque configurazioni. Il range di variabilita del numero di Reynolds ¢ 100000+-300000.
Dall’analisi dei dati di velocita, si ¢ verificato che 1 rilievi confermano la legge della posizione del

massimo di velocita data da Doshi-Gill. La possibilita di poter definire il raggio del massimo di
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velocita, consente di ipotizzare il flusso circolante in un condotto anulare suddiviso in due parti: uno
¢ quello che va dalla parete interna alla sezione del massimo di velocita (zona interna), 1’altro ¢
quello che va dalla sezione del massimo di velocita alla parete esterna). Avendo a disposizione, in
modo completo, i valori puntuali di velocita della zona interna si ¢ indirizzata a quella zona 1’analisi
dei diagrammi di velocita. In particolare per la zona di parete, compresa tra il substrato viscoso ¢ il
10+15% dello spessore della zona interna, si ¢ constata la validita della legge logaritmica di parete
di Prandtl-Von Karman con valori di k molto prossimi a 0.4 e valori dell’ordinata all’origine
mediante uguali a 4.89. Si osserva che quest’ultimo valore ¢ piu piccolo di 5.5 che ¢ proposto in
letteratura per la legge logaritmica di parete per condotti a sezione circolare. Per quanto attiene la
zona compresa tra il 10+15% dello spessore della zona interna e la sezione di massima velocita, si ¢
potuto osservare uno scostamento dalla legge logaritmica, come messo in evidenza in quasi tutti i
lavori presentati in letteratura al riguardo. Per questa zona si ¢ applicata la funzione correttiva di
Coles (funzione di scia) con valori del parametro di profilo IT mediante uguali a 0.22. La funzione
di scia consente di avere una buona interpretazione analitica dei diagrammi di velocita salvo in
corrispondenza della zona prossima alla velocita massima.

Si ¢, poi, passati ad una verifica delle leggi di resistenza proposte da Macagno-McDougall per
condotti anulari lisci pervenendo a valori di indici di resistenza che presentano scarti medi
dell’ordine del 7% rispetto a quelli ricavabili applicando la relazione di Darcy-Weisbach con i dati
sperimentali.

Alla luce della dimostrata validita della relazione della posizione della velocita massima secondo
Doshi-Gill, ¢ dunque possibile ricavare, partendo dalla conoscenza dei raggi interno ed esterno del
condotto anulare, la posizione di 1y, ossia del raggio di massima velocita. La superficie cilindrica,
lungo la quale la velocita ¢ massima, ¢ ipotizzabile come una superficie lungo la quale la velocita ¢
massima, ¢ ipotizzabile come una superficie lungo la quale gli scorrimenti sono nulli. Questa ipotesi
consente di considerare separatamente il moto medio che si sviluppa nella zona interna ed esterna.
Tale considerazione ha consentito di semplificare la determinazione delle leggi di resistenza,
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potendo in effetti far riferimento solo alla zona interna. Si ¢, quindi, sviluppata questa differente
procedura per il calcolo delle resistenze nei condotti anulari lisci, ottenendo valori di indici di
resistenza che presentano scarti percentuali, rispetto a quelli ottenuti applicando la relazione di
Darcy-Weisbach ai dati sperimentali, mediamente uguali a 1.6%. In questo modo, dunque, si hanno
errori inferiori a quelli ottenuti applicando leggi di resistenze proposte da altri AA.

Non ¢ stato possibile, con il presente lavoro, ricavare le leggi di resistenza per condotti anulari
scabri, ma, alla luce dei buoni risultati finora ottenuti, si ritiene che 1’approccio seguito possa essere

utile.
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APPENDICI

APPENDICE A
Diagrammi qualitativi di velocita e resistenze al moto in condotti di sezione retta anulare in

condizioni di moto laminare.

Si faccia riferimento ad una condotta di sezione retta anulare in condizioni di moto uniforme
laminare. Per fissare le idee, si faccia riferimento ai seguenti dati:

peso specifico: y=9800 Nm™;

viscosita dinamica: p=1005.510° N sec m™;

cadente piezometrica: J=0.00001;

raggio interno: r;1=0.030 m;

raggio esterno: 1,=0.075 m.

Applicando le formule riportate nel paragrafo 2.3, si ottengono 1 seguenti risultati:
portata: Q=2.47510" m’ sec™’;

velocita media: V=0.017 m sec™;

numero di Reynolds: Re=1492.

Si riportano nelle fig. (A1) e (A2) i diagrammi

rl
4] uwleld 2.05

zcala ascizse: 1L=0 .0025ms 2ec
scala ordinate: 1L=0.084Sm

Fig. Al. Diagramsa di velocita.

delle tensioni tangenziali e di velocita. Essi pur
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rl
a tensird 8,885

scala ascisse: 1L=2.45«#18"-4 Hm"2
scala ordinate: 1L=9.0045 m

Fig. A2. Diagramsa delle tensioni.

essendo il risultato di ben definiti dati iniziali, possono essere considerati qualitativamente validi
per ogni sezione anulare in condizioni di moto uniforme laminare. In particolare si nota lo

scostamento del massimo di velocita verso la parete interna.
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APPENDICE B

Applicazione del metodo delle differenze finite per 1a soluzione dell’ equazione di Poisson.

Si presenta un’applicazione del metodo delle differenze finite, per la determinazione dei diagrammi

di velocita di un flusso in condizioni di moto laminare in

A=2Cn |
d 1234 '
5 674
G 101112 d=12 em

b=16 cm

Fig. Bl. Reticols per 1'applicasione del metoda delle differense finite.

un condotto di sezione retta rettangolare 16x12 cmq, con J=0.000001, y=9800 N m™, u=1005.510"
N sec m™.
Si faccia riferimento alla fig. (B1) per quanto riguarda il reticolo.

Il problema viene risolto utilizzando la simmetria rispetto alle due mediane, consentendo, cosi, una

notevole riduzione del numero delle equazioni e delle incognite.
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Fig. B2. Andazento delle velociti sul piane erissontale medizna,
In fig. (B2) si riporta il diagramma di velocita nella sezione del piano orizzontale mediano.
Nella pagina seguente, si riportano, in tabella B1, 1 valori di velocita radici della soluzione del
sistema lineare (prima colonna), in confronto con i valori ottenuti attraverso lo sviluppo in serie (si
vedano le formule del paragrafo 2.6) arrestato ai primi dieci termini (seconda colonna). Si mette in

evidenza che lo scarto tra i valori ottenuti attraverso 1 due metodi non supera 2.69%.
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1 0.00398 0.00409 -2.69
2 0.00609 0.00620 -1.77
3 0.00713 0.00723 -1.38
4 0.00745 0.00754 -1.18
5 0.00594 0.00605 -1.82
6 0.00935 0.00951 -1.68
7 0.0111 0.0112 =0.895
8 0.0116 0.0118 -1.69
g 0.,00654 0.00665 -1.65
10 0.0104 0.0105 -0.85
11 0.0124 0.0125 -0.80
12 0.0130 0.0131 -0.76

Tab. B1l. Valeri di velocitd ottenuti col metode delle differense finite (I colonsa)
in confronto con quelli ottenuti con sviluppo in serie |TT colonma). Tn TTT colonna si riportane
gli scarti percentuali {I?l-?aif?z-lﬂﬂi.
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APPENDICE C

Schede dei valori puntuali di velocita rilevanti nello studio sperimentale

A)

Portata 20 1/s
n° (CASO 201/s) r (mm) V (m/s)
1 31.00 1.16
2 31.40 1.17
3 31.80 1.19
4 32.20 1.23
5 32.50 1.25
6 33.00 1.31
7 33.30 1.32
8 33.80 1.36
9 34.30 1.39
10 34.80 141
11 35.30 1.44
12 36.30 1.47
13 37.30 1.51
14 38.30 1.53
15 39.30 1.54
16 40.30 1.55
17 41.40 1.56
18 42.30 1.56
19 43.60 1.57
20 45.60 1.57
21 47.30 1.57
22 49.30 1.57
23 51.30 1.56
24 53.30 1.55
25 55.30 1.54
26 57.30 1.52
27 59.40 1.51
28 61.10 1.49
29 63.30 1.46
30 65.00 143
31 67.10 1.38
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B)

Portata 30 I/s.

n° (CASO 301/s) r (mm) V (m/s)
1 31.00 1.66
2 31.40 1.67
3 31.80 1.70
4 32.10 1.74
5 32.40 1.77
6 32.80 1.85
7 33.10 1.88
8 33.40 1.90
9 33.80 1.94
10 34.10 1.96
11 34.50 2.00
12 35.10 2.03
13 35.90 2.08
14 36.90 2.12
15 37.80 2.15
16 38.80 2.17
17 39.80 2.18
18 40.90 2.20
19 41.80 2.21
20 42.80 2.22
21 44.10 2.22
22 46.20 2.22
23 47.80 2.23
24 49.50 2.22
25 51.80 2.20
26 53.70 2.19
27 55.70 2.17
28 57.30 2.16
29 58.80 2.14
30 61.20 2.11
31 62.70 2.08
32 64.80 2.05
33 67.10 1.98
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9

Portata 40 1/s

n° (CASO 401/s) r (mm) V (m/s)
1 31.00 2.18
2 31.40 2.17
3 31.70 2.20
4 32.20 2.27
5 32.60 2.38
6 32.80 2.40
7 33.00 2.43
8 33.20 2.46
9 33.60 2.51
10 33.90 2.53
11 34.20 2.58
12 34.50 2.61
13 34.70 2.64
14 35.00 2.65
15 35.20 2.67
16 35.60 2.69
17 35.80 2.70
18 36.20 2.74
19 36.70 2.76
20 37.30 2.78
21 37.80 2.80
22 38.30 2.82
23 38.80 2.85
24 39.30 2.85
25 39.80 2.87
26 40.80 2.88
27 41.80 2.89
28 42.30 291
29 43.80 291
30 45.80 2.93
31 47.30 2.93
32 49.80 2.93
33 51.80 2.92
34 53.80 2.93
35 55.80 291
36 57.80 2.88
37 59.80 2.86
38 61.80 2.82
39 63.80 2.79
40 65.80 2.72
41 67.10 2.68
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D)

Portata 50 1/s

n° (CASO501/s) r (mm) V (ns)
1 31.00 2.73
2 31.30 2.73
3 31.60 2.75
4 31.80 2.79
5 32.10 2.85
6 32.40 2.94
7 32.70 3.01
8 33.10 3.07
9 33.40 3.12
10 33.80 3.17
11 34.10 3.20
12 34.30 3.24
13 34.70 3.28
14 35.10 3.32
15 35.80 3.40
16 36.50 3.44
17 36.90 345
18 37.30 3.47
19 37.80 3.49
20 38.80 3.53
21 39.80 3.55
22 40.80 3.57
23 41.90 3.59
24 43.30 3.60
25 44.40 3.61
26 46.10 3.62
27 47.10 3.62
28 49.80 3.61
29 51.90 3.60
30 53.80 3.58
31 55.80 3.56
32 57.80 3.53
33 59.90 3.48
34 61.90 343
35 63.90 3.37
36 66.30 3.27
37 67.10 3.22
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E)

Portata 60 1/s.

n° (CASO 60 1/s) r (mm) V (m/s)
1 31.00 3.23
2 31.30 3.25
3 31.70 3.27
4 32.10 3.36
5 32.40 3.42
6 32.80 3.56
7 33.10 3.60
8 33.50 3.68
9 33.80 3.75
10 34.00 3.77
11 34.30 3.81
12 34.70 3.89
13 35.20 3.93
14 35.40 3.95
15 35.60 3.97
16 35.80 4.00
17 36.20 4.02
18 36.60 4.05
19 36.80 4.06

20 37.00 4.09
21 37.60 4.12
22 37.90 4.12
23 38.40 4.15
24 39.00 4.17
25 39.50 4.19
26 40.00 421
27 40.80 4.23
28 41.60 4.23
29 42.40 4.24
30 43.60 4.24
31 44.40 4.26
32 45.30 4.26
33 46.60 427
34 47.60 427
35 48.50 427
36 49.80 427
37 50.90 427
38 52.50 4.26
39 53.50 4.25
40 54.70 4.24
41 56.20 4.23
42 57.40 421
43 59.60 4.18
44 61.80 4.13
45 64.30 4.08
46 64.80 4.05
47 67.10 3.93
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